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物理 学 是 研究 物质 ,能量 以 及 它们 之 间 相 互 作用 的 科学 。 她 不 仅 是 化 学 、 生 
命 .材料 .信息 、 能 源 和 环境 等 相关 学 科 的 基础 ,同时 还 是 许多 新 兴学 科 和 交叉 学 
科 的 前 沿 。 在 科技 发 展 日 新 月 异 和 国际 竞争 日 趋 激烈 的 今天 ,物理 学 不 仅 固 于 
基础 科学 和 技术 应 用 研究 的 范畴 ,而 且 在 社会 发 展 与 人 类 进步 的 历史 进程 中 发 
挥 着 越 来 越 关键 的 作用 。 

我 们 欣喜 地 看 到 ,改革 开放 三 十 多 年 来 , 随 着 中 国政 治 、 经 济 ` 教 育 \ 文 化 等 
领域 各 项 事业 的 持续 稳定 发 展 ,我 国 物理 学 取得 了 跨越 式 的 进步 ,做 出 了 很 多 为 
世界 瞩目 的 研究 成 果 。 今 日 的 中 国 物理 正在 经 历 一 个 历史 上 少 有 的 黄金 时 代 。 

在 我 国 物理 学 科 快 速 发 展 的 背景 下 ,近年 来 物理 学 相关 书籍 也 呈现 百花 齐 
放 的 良好 态势 ,在 知识 传承 .学术 交流 、 人 才 培 养 等 方面 发 挥 着 无 可 替代 的 作用 。 
从 另 一 方面 看 ,尽管 国内 各 出 版 社 相 继 推出 了 一 些 质 量 很 高 的 物理 教材 和 图 书 ， 
但 系统 总 结 物理 学 各 门类 知识 和 发 展 ,深入 浅 出 地 介绍 其 与 现代 科学 技术 之 间 
的 渊源 ,并 针对 不 同 层 次 的 读者 提供 有 价值 的 教材 和 研究 参考 , 仍 是 我 国 科学 传 

与 出 版 界面 临 的 一 个 极 富 挑战 性 的 课题 。 

为 有 力 推动 我 国 物理 学 研究 .加 快 相关 学 科 的 建设 与 发 展 ,特别 是 展现 近年 
来 中 国 物理 学 者 的 研究 水 平和 成 果 ,北京 大 学 出 版 社 在 国家 出 版 基金 的 支持 下 
推出 了 《中 外 物理 学 精品 书 系 》, 试 图 对 以 上 难题 进行 大 胆 的 尝试 和 探索 。 该 书 
系 编 委 会 集结 了 数 十 位 来 自 内 地 和 香港 顶尖 高 校 及 科研 院 所 的 知名 专家 学 者 。 
他 们 都 是 目前 该 领域 十 分 活跃 的 专家 ,确保 了 整套 丛书 的 权威 性 和 前 脆性 。 

这 套 书 系 内 容 丰 富 , 涵 盖 面 广 ,可 读 性 强 ,其 中 既 有 对 我 国 传统 物理 学 发 展 
的 梳理 和 总 结 , 也 有 对 正在 蓬勃 发 展 的 物理 学 前 沿 的 全 面 展示 ; 既 引 进 和 介绍 了 
世界 物理 学 研究 的 发 展 动态 ,也 面向 国际 主流 领域 传播 中 国 物理 的 优秀 专著 。 
可 以 说 《中 外 物理 学 精品 书 系 ?力图 完整 呈现 近 现 代 世 界 和 中 国 物理 科学 发 展 
的 全 貌 ,是 一 部 目前 国内 为 数 不 多 的 兼 具 学 术 价 值 和 阅读 乐趣 的 经 典 物理 丛书。 

《中 外 物理 学 精品 书 系 ) 另 一 个 突出 特点 是 ,在 把 西方 物理 的 精华 要 义 “请 进 
来 ”的 同时 ,也 将 我 国 近 现 代 物 理 的 优秀 成 果 “ 送 出 去 ”。 物 理学 科 在 世界 范围 内 
的 重要 性 不 言 而 喻 ,引进 和 翻译 世界 物理 的 经 典 著作 和 前 沿 动态 ,可 以 满足 当前 
内 物理 教学 和 科研 工作 的 迫切 需求 。 另 一 方面 ,改革 开放 几 十 年 来 ,我 国 的 物 
理学 研究 取得 了 长 足 发 展 ,一 大 批 具 有 较 高 学 术 价 值 的 著作 相继 问世 。 这 套 从 
书 首次 将 一 些 中 国 物理 学 者 的 优秀 论著 以 英文 版 的 形式 直接 推 向 国际 相关 研究 
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的 主流 领域 ,使 世界 对 中 国 物理 学 的 过 去 和 现状 有 更 多 的 深入 了 解 , 不 仅 充分 展 
示 出 中 国 物 理学 研究 和 积累 的 “ 硬 实力 ”, 也 向 世界 主动 传播 我 国 科技 文化 领域 
不 断 创新 的 “ 软 实力 ”, 对 全 面 提 升 中 国 科 学 .教育 和 文化 领域 的 国际 形象 起 到 重 
要 的 促进 作用 。 

值得 一 提 的 是 《中 外 物理 学 精品 书 系 ?还 对 中 国 近 现 代 物 理学 科 的 经 典 著 
作 进 行 了 全 面 收录 。20 世纪 以 来 ,中 国 物理 界 诞生 了 很 多 经 典 作品 ,但 当时 大 
都 分 散 出 版 ,如 今 很 多 代表 性 的 作品 已 经 淹没 在 浩瀚 的 图 书 海洋 中 ,读者 们 对 这 
些 论 著 也 都 是 “只 闻 其 声 , 未 见 其 真 "。 该 书 系 的 编者 们 在 这 方面 下 了 很 大 工夫 ， 
对 中 国 物理 学 科 不 同时 期 .不同 分 支 的 经 典 著作 进行 了 系统 的 整理 和 收录 。 这 
项 工作 具有 非常 重要 的 学 术 意 义 和 社 会 价值 ,不 仅 可 以 很 好 地 保护 和 传承 我 国 
物理 学 的 经 典 文献 ,充分 发 挥 其 应 有 的 传世 育 人 的 作用 ,更 能 使 广大 物理 学 人 和 
青年 学 子 切身 体会 我 国 物理 学 研究 的 发 展 脉络 和 优良 传统 ,真正 领 司 到 老 一 非 
科学 家 严 间 求实 、 追 求 卓 越 .博大 精深 的 治学 之 美 。 

温家宝 总 理 在 2006 年 中 国 科 学 技术 大 会 上 指出 ,“ 加 强 基础 研究 是 提升 国 
家 创新 能 力 ,积累 智力 资本 的 重要 途径 ,是 我 国 跻身 世界 科技 强国 的 必要 条 件 ”。 
中 国 的 发 展 在 于 创新 ,而 基础 研究 正 是 一 切 创新 的 根本 和 源泉 。 我 相信 ,这 套 
《中 外 物理 学 精品 书 系 ) 的 出 版 ,不 仅 可 以 使 所 有 热爱 和 研究 物理 学 的 人 们 从 中 
获取 思维 的 启迪 智力 的 挑战 和 阅读 的 乐趣 ,也 将 进一步 推动 其 他 相关 基础 科学 
更 好 更 快 地 发 展 ,为 我 国 今后 的 科技 创新 和 社会 进步 做 出 应 有 的 贡献 。 


《中 外 物理 学 精品 书 系 ) 编 委 会 ”主任 
中 国 科学 院 院士 ,北京 大 学 教授 
王 恩 哥 
2010 年 5 月 于 燕 园 


内 容 简 介 


本 书 系 统 、 深 入 地 冰 述 了 瞬 变 电磁 场 的 理论 和 相关 的 时 域 计算 方法 。 
全 书 约 42 万 字 , 共 10 章 。 第 一 章 简要 地 介绍 了 时 域 电磁 场 的 基础 理论 。 
第 二 、 三 章 着 重 讨论 了 非 色 散 和 色散 媒质 中 皮 变 电磁 场 的 分 析 方法 和 传 
播 规律 ,其 中 较 详细 地 介绍 了 有 关 问 题 的 索 末 菲 理 论 和 布 里 浏 理论 。 第 
四 章 比 较 深入 地 讨论 了 传输 和 辐射 系统 中 肯 变 电磁 场 的 分 析 方法 。 肯 变 
电磁 场 的 数值 计算 问题 是 本 书 讨论 的 另 一 个 重点 。 第 五 章 首先 讨论 了 频 
域 数值 解 到 时 域 的 变换 问题 ,其 中 包括 频 域 方 法 的 基本 原理 。 第 六 至 十 
章 分 别 讨论 了 皮 变 电磁 场 计算 的 各 种 直接 时 域 方法 ,包括 时 域 积分 方程 
法 、 时 域 有 限 差 分 法 、 时 域 多 分 辩 分 析 法 、 时 域 有 限 元 法 和 时 域 有 限 体 积 
法 ,这 些 内 容 反 映 了 所 述 方法 的 最 新 发 展 。 

本 书 可 作为 理工 科 院 校 中 攻读 硕士 和 博士 学 位 的 研究 生 学 习 电 磁场 
理论 和 计算 电磁 学 的 教材 或 参考 书 , 也 可 供 从 事 应 用 数学 、 应 用 物理 、 电 
磁场 工程 以 及 相关 领域 研究 的 科技 工作 者 参考 。 
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时 域 电磁 学 是 当今 电磁 学 领域 非常 活路 并 正在 蓬勃 发 展 中 的 一 个 前 沿 分 
支 , 它 的 主要 研究 对 象 是 瞬 变 或 非 时 谐 电 磁场 的 辐射 .传输 和 散射 等 问题 的 分 析 
和 计算 方法 及 其 特点 和 规律 . 由 于 科技 发 展 历史 的 原因 ,传统 的 电磁 场 理论 重点 
放 在 对 时 谐 稳 态 电磁 场 的 研究 ,其 成 果 主 要 适用 于 单一 频率 或 窄带 电磁 信号 ,其 
分 析 方 法 是 隐 去 时 间 变量 的 频 域 方法 , 相 比 之 下 可 称 之 为 频 域 电磁 学 . 

时 域 电磁 学 的 兴起 主要 源 于 对 核 爆炸 所 产生 的 电磁 脉冲 对 电子 系统 巨大 破 
坏 力 的 关注 和 电磁 脉冲 应 用 前 景 的 吸引 . 随 着 信息 技术 的 发 展 ,在 通信 和 计算 机 
等 电子 系统 中 超 短 脉冲 或 超 宽带 信号 的 应 用 越 来 越 广泛 . 为 了 开发 设计 高 品质 
的 宽带 电磁 系统 ,需要 对 系统 的 宽带 特性 有 尽 可 能 精细 和 准确 的 分 析 , 其 至 需要 
深入 地 了 解 其 中 所 发 生 的 瞬 变 过 程 .为 了 满足 这 些 需 要 ,发 展 能 对 瞬 变 电磁 场 问 
题 进行 精确 、 高 效 分 析 和 计算 的 方法 成 为 迫切 的 需求 . 

时 域 电磁 场 问题 的 研究 在 早期 的 工作 中 主要 发 展 的 是 解析 方法 ,由 于 在 时 
域 求解 麦克 斯 韦 方程 比 在 频 域 求解 增加 了 一 个 时 间 变 量 , 大 大 增加 了 求解 的 难 
度 ,通常 还 是 采用 积分 变换 的 方法 ,这 使 得 解析 法 只 能 解决 少数 相对 简单 的 问 
题 . 随 着 电子 计算 机 的 诞生 和 发 展 ,研究 重点 转向 了 数值 计算 方法 . 20 世纪 80 
年 代 以 来 电磁 场 计算 的 直接 时 域 方法 越 来 越 受到 重视 ,并 得 到 了 迅速 的 发 展 . 另 
一 方面 ,时 域 电磁 学 的 影响 也 越 来 越 广 泛 ,已 经 在 通信 、 雷 达 、 计 算 机 网 络 、 电 子 
工程 ,地 物探 测 . 电 磁 兼 容 和 生物 电磁 学 等 领域 发 挥 着 重要 作用 . 

基于 以 上 原因 ，, 深 感 时 域 电 磁 学 已 是 电磁 场 理 论 和 计算 电磁 学 教学 中 不 可 
缺少 的 内 容 , 于 是 萌生 了 写 一 本 系统 阐述 瞬 变 电磁 场 理论 分 析 和 数值 计算 方法 
的 书籍 的 想法 ,希望 它 能 成 为 研究 生 相 关 课 程 的 教材 或 参考 书 ,并 能 弥补 国内 外 
已 出 版 的 相关 书籍 的 不 足 . 

本 书 内 容 包 括 瞬 变 电 磁 场 的 理论 分 析 和 数值 计算 方法 两 个 方面 . 虽然 解析 
分 析 只 能 解决 比较 简单 的 问题 ,但 掌握 处 理 瞬 态 电磁 场 问题 的 解析 方法 和 它 所 
揭示 的 一 般 规 律 ,对 于 一 个 高 素质 的 电磁 理论 研究 人 员 还 是 非常 必要 的 . 本 书 首 
先 概述 了 时 域 电磁 场 理论 的 基础 知识 ,然后 系统 地 讨论 了 在 非 色散 和 色散 媒质 
中 瞬 变 电磁 场 的 辐射 和 传播 问题 的 分 析 方法 和 规律 . 对 非 色 散 媒质 问题 着 重 介 
绍 了 卡 尼 亚 - 德 * 霍 普 方法 ,得 到 了 不 同 条件 下 的 时 域 格林 函数 和 侦 极 源 的 辐射 
特性 . 对 色散 媒质 问题 则 详细 地 介绍 了 索 末 菲 理 论 和 布 里 渊 理论 ,深刻 揭示 了 瞬 
变 电 磁 场 在 色散 媒质 中 的 传播 规律 . 以 上 是 前 三 章 的 主要 内 容 , 本 书 的 第 四 章 则 
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专门 讨论 传输 和 辐射 系统 中 的 瞬 变 电磁 场 ,讨论 了 色散 和 非 色散 传输 系统 中 瞬 
变 电 磁 场 的 分 析 方 法 和 传输 规律 ,讨论 了 偶 极 子 和 线 型 天 线 瞬 态 辐 射 的 分 析 方 
法 和 特点 . 

在 计算 机 高 度 发 展 的 当代 ,能 解决 实际 遇 到 的 复杂 瞬 变 电磁 场 问题 的 还 是 
数值 计算 方法 ,而 这 也 是 该 领域 当前 发 展 的 主要 方向 ,作为 教材 自然 也 就 应 该 把 
数值 方法 放 到 重要 的 位 置 . 本 书 的 第 五 章 讨论 频 域 数 值 解 到 时 域 的 变换 问题 ,为 
了 叙述 的 系统 性 和 完整 性 ,对 频 域 方法 的 基本 原理 也 进行 了 适当 的 讨论 ,这 些 内 
容 还 是 后 面 接着 论述 的 直接 时 域 方 法 的 基础 . 从 第 六 章 开始 往 后 都 是 讨论 瞬 态 
电磁 场 计算 的 直接 时 域 方法 ,这 些 方法 包括 时 域 积分 方程 法 、 时 域 有 限 差分 法 、 
时 域 多 分 辩 分 析 法 、 时 域 有 限 元 法 和 时 域 有 限 体积 法 . 其 中 的 时 域 有 限 差 分 法 发 
展 最 为 成 熟 , 应 用 也 最 广泛 ,理应 作为 讨论 的 重点 ,但 是 ,已 经 有 一 些 著作 对 该 问 
题 进行 专门 的 论述 , 故 本 书 只 做 必要 的 讨论 ,而 对 最 新 的 发 展 给 予 足够 的 重视 . 
鉴于 其 他 几 种 时 域 方法 在 国内 已 出 版 的 相关 著作 中 还 很 少 论 及 ,本 书 则 对 它们 
的 原理 进行 了 较 系 统 深入 的 讨论 ,以 期 读者 能 对 这 些 正在 迅速 发 展 的 新 方法 有 
较 深刻 的 理解 . 

本 书 的 写作 是 在 北京 大 学 教材 建设 基金 的 资助 和 北京 大 学 出 版 社 的 支持 下 
完成 的 , 在 写作 过 程 中 得 到 了 我 国电 磁 理 论 界 的 诸多 朋友 们 以 及 我 校 信息 科学 
技术 学 院 的 领导 ,老师 和 同学 们 的 帮助 .关心 和 鼓励 ,在 此 一 并 对 他 们 表示 衷心 
的 感谢 . 我 们 要 特别 地 对 本 书 的 责任 编辑 王 剑 飞 表示 由 衷 的 感谢 ,没有 她 的 努力 
本 书 不 可 能 顺利 地 出 版 ,她 为 本 书 的 出 版 所 付出 的 辛劳 和 作出 的 贡献 远 远 超出 
了 对 责任 编辑 的 要 求 . 

此 外 ,我 们 还 想 借 本 书 出 版 的 机 会 表达 一 点 自己 的 心迹 ,虽然 已 退休 多 年 ， 
总 有 一 种 责任 感 在 不 断 地 驱使 着 自己 , 想 尽 量 发 挥 点 余热 ,为 社会 继续 做 点 有 益 
的 事情 ,这 就 是 写作 本 书 的 动力 . 此 外 ,在 现在 的 年 龄 还 能 完成 这 样 繁重 的 工作 
也 和 我 们 的 儿女 海 波 、 海 云 的 理解 和 支持 分 不 开 ,他 们 的 优秀 表现 不 仅 消除 了 我 
们 的 后 顾 之 忧 ,更 在 精神 上 给 了 我 们 很 多 慰藉 和 鼓舞 . 

由 于 本 书 所 涉及 的 内 容 相当 广泛 ,很 多 内 容 是 当前 国内 外 学 者 最 新 研究 成 
果 , 而 作者 的 学 识 有 限 ,可 能 会 有 理解 不 当 之 处 ,在 写作 中 也 会 有 所 疏漏 , 书 中 不 
有 甚至 错误 之 处 在 所 难免 . 县 请 读者 不 音 指正 ,以 便 有 机 会 再 版 时 加 以 改正 . 


王 长 清 ” 祝 西里 
于 北京 大 学 承 泽 园 
2007 年 4 月 
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$ 0.1 时 域 电磁 学 的 兴起 和 发 展 


时 域 电磁 学 (Time Domain Electromagnetics) 是 电磁 学 领域 非常 活路 并 正在 葛 
勃 发 展 中 的 一 个 前 沿 分 支 , 它 的 主要 研究 对 象 是 瞬 变 或 非 时 谐 电 磁场 的 辐射 ,传输 
和 散射 等 问题 的 分 析 和 计算 方法 及 其 规律 和 特征 . 由 于 历史 的 原因 ,传统 的 电磁 场 
理论 重点 放 在 对 时 谐 稳 态 电磁 场 的 研究 ,其 成 果 主 要 适用 于 单一 频率 或 窄带 电磁 
信号 ,其 研究 分 析 方 法 是 隐 去 时 间 变 量 的 频 域 方法 , 相 比 之 下 可 称 为 频 域 电磁 学 . 

时 域 电磁 学 的 兴起 主要 源 于 20 世纪 60 年 代 对 核 爆炸 所 产生 的 电磁 脉冲 
(NEMP) 对 电子 系统 巨大 破坏 力 的 关注 . 这 种 电磁 脉冲 有 两 个 主要 的 特点 : 其 一 ， 
它 是 在 时 间 上 短暂 的 单个 脉冲 ,有 比较 陡峭 的 前 沿 , 当 它 与 系统 作用 时 能 在 时 间 上 
展现 其 特性 .其 二 , 它 有 很 宽 的 频谱 ,包含 了 从 直流 开始 的 很 宽 的 频率 分 量 . 系统 对 
单个 脉冲 的 响应 包含 了 宽频 带 的 信息 ,与 时 谐 稳 态 场 的 作用 有 巨大 的 差异 .为 了 深 
人 了 解 核电 磁 脉冲 与 各 类 电磁 系统 相互 作用 的 机 制 和 规律 ,人 们 从 理论 和 实验 等 
角度 开展 了 多 方面 的 研究 ,从 而 开启 了 瞬 变 电磁 场 研究 的 新 方向 , 随 着 对 瞬 变 电磁 
场 研究 的 不 断 深入 ,人 们 不 仅 加 深 了 对 这 种 复杂 现象 所 具 特 性 的 认识 ,更 认识 到 可 
能 的 广泛 应 用 . 这 些 研 究 成 果 不 仅 直接 有 助 于 核电 磁 脉冲 的 防护 和 电磁 脉冲 武器 
的 研究 ,在 冲 激 雷达 、 遥 感 和 雷达 目标 识别 等 的 研究 中 也 发 挥 了 重要 作用 . 

随 着 信息 技术 的 发 展 ,在 通信 和 计算 机 等 电子 系统 中 , 超 短 脉冲 或 超 宽带 信 
号 的 应 用 越 来 越 普遍 . 为 了 开发 设计 高 品质 的 宽带 系统 ,需要 对 系统 的 宽带 特性 
有 尽 可 能 精细 和 准确 的 了 解 ,甚至 需要 深入 了 解 其 中 所 发 生 的 瞬 变 过 程 .为 了 满 
足 这 些 要 求 , 需 要 发 展 精确 的 、 高 效 的 、 能 对 瞬 变 电磁 场 进 行 分 析 和 计算 的 方法 . 
经 典 的 频 域 方法 已 经 不 能 适应 这 种 需要 ,从 而 促进 了 直接 时 域 方法 的 发 展 . 

从 本 质 上 讲 , 在 实践 中 所 遇 到 的 电磁 波 都 是 复杂 的 时 变 过 程 ,时 谐 稳 态 电磁 
波 只 是 电磁 现象 的 一 种 特定 的 理想 状态 . 为 了 深入 探索 电磁 现象 的 普遍 规律 , 自 
麦克 斯 韦 电磁 理论 诞生 以 来 ,人 们 就 没有 停止 过 直接 在 时 域 研究 各 种 复杂 电磁 
过 程 的 努力 . 在 早期 所 开展 的 工作 中 ,主要 发 展 的 是 解析 方法 . 由 于 在 时 域 求解 
麦克 斯 韦 方 程 比 在 频 域 求解 增加 了 一 个 时 间 变 量 , 大 大 增加 了 求解 的 难度 . 为 了 
克服 直接 求解 的 困难 ,往往 采用 积分 变换 的 方法 ,但 在 求 逆 变换 时 仍然 存在 各 种 
限制 ,使 得 解析 方法 只 能 解决 一 些 相对 简单 的 问题 . 随 着 电子 计算 机 的 诞生 和 发 
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展 , 研 究 重 点 转向 了 时 域 电 磁场 分 析 计 算 的 数值 方法 . 自 20 世纪 八 九 十 年 代 以 
来 ,电磁 场 计算 的 直接 时 域 方法 越 来 越 受 到 重视 ,并 且 得 到 了 迅速 的 发 展 . 与 此 
同时 ,时 域 电磁 学 的 影响 也 越 来 越 广泛 ,已 经 在 通信 ,计算 机 网 络 、 电 子 工程 . 雷 
达 、 地 物探 测 .电磁 兼容 和 生物 电磁 学 等 领域 发 挥 着 重要 作用 . 


$ 0.2 时 域 电磁 场 分 析 计 算 的 主要 方法 


实践 已 经 充分 证 明 ,麦克 斯 韦 方程 是 宏观 电磁 场 理 论 的 可 靠 基 础 ,电磁 场 理 
论 的 任务 就 是 在 各 种 复杂 的 实际 条 件 下 求解 麦克 斯 韦 方程 ,以 便 更 深刻 地 理解 各 
种 复杂 的 电磁 过 程 ,并 满足 科学 技术 发 展 的 各 种 需要 . 对 时 域 电磁 学 而 言 ,就 是 在 
各 种 需要 的 条 件 下 求解 包含 时 间 变 量 的 麦克 斯 韦 方程 . 在 所 和 需 条 件 下 求 得 由 麦克 
斯 韦 方程 导出 的 各 类 数学 方程 的 封闭 形式 的 解析 解 ,是 人 们 所 追求 的 解决 问题 的 
理想 方法 , 它 被 称 为 解析 法 . 解析 法 的 优点 是 显然 的 ,如 果 不 考虑 建立 数学 方程 时 
对 实际 问题 所 作 的 近似 处 理 ,解析 法 所 得 到 的 解 是 精确 的 . 一 旦 求 得 了 解析 解 , 则 
该 解 对 其 中 所 包含 的 某 些 参数 是 普 适 的 , 当 参 数 改 变 时 无 需 重新 求解 . 同时 , 解 对 
某 些 参数 的 依赖 关系 反映 了 一 定 的 规律 ,从 中 可 获得 非常 丰富 的 信息 . 遗憾 的 是 ， 
与 求 频 域 解 相 比 ,由 于 增加 了 时 间 变 量 使 得 直接 求 时 域 方程 的 解析 解 变 得 更 加 困 
难 , 实际 上 ,求解 时 域 电 磁场 问题 的 解析 法 主要 是 积分 变换 方法 , 即 利用 传 里 叶 变 
换 或 拉 普 拉 斯 变换 , 先 在 变换 域 求 得 解析 解 ,然后 再 变换 到 时 域 . 显然 ,这 种 方法 会 
遇 到 双重 困难 ,首先 必须 在 变换 域 求 得 封闭 形式 的 解析 解 , 然 后 还 得 要 求 其 逆 变 换 
不 仅 存在 而 且 还 得 具有 封闭 解析 式 . 可 想 而 知 ,能 得 到 这 种 解 的 问题 一 定 非常 有 
限 ,而 且 问 题 一 般 都 比较 简单 . 尽管 如 此 ,这 方面 的 努力 还 是 非常 有 价值 的 ,因为 这 
些 解 能 深刻 地 揭示 电磁 场 的 运动 规律 ,具有 重要 的 科学 价值 . 

由 于 求 得 时 域 电 磁场 问题 的 解析 解 的 难度 极 大 ,甚至 对 比较 复杂 的 问题 根 
本 就 不 可 能 获得 解析 解 ,使 得 数值 近似 方法 变 得 更 加 重要 .求解 电磁 场 问 题 的 数 
值 方法 首先 在 频 域 得 到 了 长 足 发 展 ,例如 求解 频 域 积分 方程 的 矩 量 法 和 求解 频 
域 微分 方程 的 有 限 元 法 等 . 原则 上 讲 , 频 域 方 法 也 可 以 用 来 求 时 域 解 , 即 先 在 所 
感 兴趣 的 频带 内 的 足够 多 的 频 点 上 求 得 频 域 数值 解 ,然后 利用 离散 傅 里 叶 逆 变 
换 或 快速 傅 里 叶 变换 求 得 所 需 的 时 域 数值 解 . 这 种 方法 可 称 为 频 域 -时 域 数值 变 
换 法 . 这 种 方法 主要 受到 效率 和 精度 等 方面 的 限制 . 

求解 时 域 电磁 场 问题 最 具 发 展 前 途 的 还 是 直接 时 域 数 值 方法 ,这 类 方法 的 
特点 是 在 时 域 建立 场 的 方程 ,并 直接 在 时 域 求 得 方程 的 数值 解 . 时 域 积分 方程 
法 、 时 域 有 限 差分 法 、 时 域 多 分 辨 分 析 法 、 时 域 有 限 元 法 、 时 域 有 限 体积 法 以 及 传 
输 线 模型 法 等 这 类 方法 已 经 被 证 明 十 分 有 效 .下面 对 这 些 方法 做 些 简单 评述 . 

时 域 积分 方程 法 ” 它 是 相对 发 展 比较 早 的 一 种 电磁 场 计算 的 直接 时 域 方 
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法 ,但 当时 主要 用 简单 求 和 的 积分 近似 法 ,这 使 得 电磁 场 计算 不 仅 效率 低 且 精度 
也 难 提高 . 时 域 积分 方程 法 的 出 发 点 是 时 域 积 分 方程 ,这 种 方程 可 由 频 域 积分 方 
程 经 体 里 叶 逆 变换 获得 ,也 可 借助 时 域 输 助 势 函 数 来 表达 . 现代 对 时 域 积分 方程 
的 求解 方法 是 ,对 其 空间 变量 部 分 采用 矩 量 法 方式 进行 离散 ,而 对 时 间 变 量 则 采 
用 差分 法 , 且 既 能 构成 显 式 格式 ,也 可 以 构造 隐 式 格式 ,后 者 将 是 无 条 件 稳定 的 . 
时 域 积分 方程 法 保留 了 积分 方程 法 的 所 有 优点 , 即 由 于 方程 已 包含 了 边界 条 件 
而 可 缩小 计算 空间 ,而 对 由 表面 积分 方程 所 描述 的 问题 ,计算 空间 仅 限于 积分 表 
面 ,使 计算 空间 相对 较 小 . 

时 域 有 限 差分 法 ”时 域 有 限 差分 法 是 在 Yee 氏 网 格 中 直接 对 时 域 麦克 斯 
韦 旋 度 方程 进行 差分 近似 的 一 种 电磁 场 的 数值 计算 方法 . 它 于 20 世纪 60 年 代 
提出 ,直至 80 年 代 才 比较 成 熟 . 到 现在 不 仅 应 用 广泛 ,而 且 仍 处 于 不 断 发 展 之 
中 , 实践 已 经 表明 ,时 域 有 限 差分 法 是 已 知 各 种 电磁 场 的 数值 方法 中 运用 范围 最 
广 的 一 种 方法 . 由 于 时 域 有 限 差分 法 直接 从 麦克 斯 韦 方程 出 发 ,不 需要 任何 导出 
方程 ,避免 了 使 用 更 多 复杂 的 数学 工具 ,而 且 直接 在 时 域 中 模拟 电磁 波 的 传播 及 
其 与 物体 相互 作用 的 物理 过 程 ,使 得 它 具 有 简单 直观 和 容易 掌握 等 特点 . 在 时 
域 有 限 差分 法 的 差分 格式 中 ,被 模拟 空间 电磁 性 质 的 参量 是 按 空间 网 格 给 出 的 ， 
因此 只 需 在 相应 的 空间 网 格 点 设置 适当 的 参数 , 即 可 模拟 各 种 复杂 的 电磁 结构 ， 
而 且 媒 质 的 非 均 匀 性 各 向 异性 色散 特性 和 非 线性 等 均 能 很 容易 地 被 精确 模 
拟 . 在 网 格 空间 中 电磁 场 分 基 是 被 交叉 放置 的 ,而 且 在 计算 中 用 差分 代替 微 商 ,使 
得 介质 交界 面 上 的 边界 条 件 自然 得 到 满足 ,这 就 为 模拟 复杂 电磁 结构 提供 了 极 大 
的 方便 . 以 上 特点 保证 了 时 域 有 限 差分 法 极 广泛 的 适用 性 . 虽然 时 域 有 限 差分 法 由 
于 其 微分 方程 特性 而 需要 在 计算 空间 的 截断 处 设置 必要 的 吸收 边界 条 件 , 从 而 扩 
大 了 计算 空间 的 范围 ,但 由 于 它 所 需要 的 存储 空间 和 CPU 时 间 只 与 未 知 量 个 数 成 
正比 ,具有 所 有 数值 方法 中 最 小 的 复杂 度 ,仍然 有 较 高 的 计算 效率 . 尤其 是 , 它 非常 
适合 于 并 行 计算 ,这 正好 符合 了 当今 计算 机 高 速 计算 的 发 展 趋势 ,使 之 有 利于 在 解 
决 大 尺度 极 复杂 电磁 场 问题 中 的 应 用 . 时 域 有 限 差分 法 的 主要 缺点 是 对 曲线 或 曲 
面 模拟 中 阶梯 近似 引入 的 误差 ,而 采用 共 形 网 格 又 过 于 复杂 . 

时 域 多 分 辨 分 析 法 ”为 了 克服 时 域 有 限 差分 法 的 不 足 ,20 世纪 90 年 代 把 
小 波 分 析 的 多 分 辩 分 析 概念 引入 到 电磁 场 的 计算 中 ,形成 了 一 种 电磁 场 计算 的 
时 域 多 分 辩 分 析 法 . 该 方法 将 电磁 场 各 分 量 用 多 分 辨 分 析 的 尺度 函数 和 小 波 酉 
数 进行 展开 ,用 伤 辽 金 法 对 时 域 麦克 斯 韦 方 程 进行 离散 ,构成 一 种 既 与 时 域 有 限 
差分 法 有 关 , 又 具有 更 广泛 更 深刻 意义 的 电磁 场 的 时 域 计 算 格式 . 时 域 多 分 辨 分 
析 法 给 出 了 一 个 全 新 的 统一 的 理论 构 形 ,不 仅 将 各 种 时 域 有 限 差分 法 与 其 他 电 
磁场 的 分 析 方法 联系 起 来 ,而 且 使 电磁 场 问题 的 计算 复杂 度 几 乎 可 以 降低 一 个 
数量 级 . 与 传统 的 时 域 有 限 差分 法 相 比 , 时 域 多 分 辩 分 析 法 之 所 以 能 降低 对 计算 
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机 资源 的 需求 ,是 因为 在 相同 的 精度 水 平 上 ,后 者 所 用 的 网 格 尺度 可 以 更 大 些 ， 
只 在 需要 的 地 方 自动 选择 更 高 的 分 辩 率 . 事实 上 ,从 某 种 意义 上 讲 , 时 域 多 分 辨 
分 析 法 是 时 域 有 限 差 分 法 的 更 一 般 化 形式 ,后 者 只 不 过 是 前 者 将 小 波 基 函数 换 
成 矩形 脉冲 函数 的 一 种 特殊 情况 . 从 应 用 方面 看 ,时 域 多 分 辩 分 析 法 还 有 不 少 问 
题 有 待 于 进一步 完善 ,目前 还 没有 被 广泛 地 应 用 ,但 其 发 展 前 景 值得 关注 . 

时 域 有 限 元 法 ”这 是 一 种 从 时 域 微分 方程 出 发 建立 的 有 限 元 方法 ,其 途径 
主要 有 两 个 : 一 条 途径 是 直接 从 时 域 麦 克 斯 韦 方程 组 出 发 , 另 一 条 途径 是 以 时 
域 麦 克 斯 韦 方 程 导出 的 波动 方程 为 基础 . 对 方程 中 空间 变量 的 离散 都 采用 伽 辽 
金 法 ,而 展开 函数 则 是 频 域 有 限 元 法 中 通用 的 基 函 数 . 时 间 变 量 的 离散 也 是 采用 
差分 法 ,可 有 显 式 和 隐 式 两 种 格式 . 由 它 所 采用 的 基 函 数 可 知 , 在 空间 离散 上 时 
域 有 限 元 法 与 频 域 有 限 元 法 没有 什么 区 别 , 因 此 保留 了 对 空间 精确 模拟 所 具有 
的 强大 功能 ,这 也 正 是 发 展 时 域 有 限 元 法 的 主要 动力 . 当然 ,时 域 有 限 元 法 仍然 
保留 了 具有 较 高 计算 复杂 度 的 缺点 ,从 而 限定 了 这 种 方法 的 价值 ,使 其 主要 体现 
在 对 复杂 几何 结构 的 精确 模拟 方面 . 

时 域 有 限 体积 法 ”用 于 电磁 场 计算 的 时 域 有 限 体积 法 是 在 20 世纪 80 年 代 末 
至 90 年 代 初 逐 步 发 展 起 来 的 .有限 体积 法 最 早 发 源 于 流体 力学 ,以 守 伍 方程 为 出 
发 点 , 故 在 引 人 电 磁场 问题 时 也 是 把 麦克 斯 韦 方 程 转化 为 守恒 形式 ,以 便 可 以 对 比 
地 继承 有 限 体积 法 在 流体 力学 中 的 应 用 成 果 . 另 一 方面 ,也 可 以 由 积分 形式 的 时 域 
麦克 斯 韦 方程 出 发 来 构造 时 域 有 限 体积 法 的 离散 格式 ,使 之 与 时 域 有 限 差分 法 建 
立 起 联系 ,并 可 视 作 时 域 有 限 差分 法 的 直接 发 展 . 和 有 限 元 法 类 似 ,时 域 有 限 体积 
法 的 网 格 具 有 很 大 灵活 性 ,从 而 有 很 强 的 精确 模拟 复杂 几何 结构 的 能 力 . 所 以 可 以 
说 ,时 域 有 限 体积 法 具备 了 有 限 元 法 和 时 域 有 限 差分 法 二 者 所 具有 的 优点 . 

传输 线 模型 法 ”这 种 方法 是 用 虚拟 传输 线 构成 空间 网 格 ,在 其 公共 结 点 处 
形成 场 (电压 或 电流 ) 的 传输 与 反射 ,由 此 建立 与 麦克 斯 韦 方程 的 等 效 关系 . 另 一 
方面 ,传输 线 模型 法 也 可 以 用 惠 更 斯 原理 来 解释 , 场 在 传输 线 矩 阵 中 的 传播 由 一 


系列 二 次 源 产生 . 在 某 些 简单 的 情况 下 ,传输线 模 型 法 与 时 域 有 限 差分 法 有 同样 “ 


的 表示 . 因为 传输 线 模型 法 需要 反方 向 传播 的 信息 , 故 需 要 更 多 的 计算 机 资源 . 
虽然 传输 线 模型 法 在 某 些 方面 比 时 域 有 限 差分 法 有 一 定 的 优越 性 ,但 由 于 它 缺 
乏 直 观 性 ,运用 起 来 有 诸多 不 便 , 故 始终 没 能 得 到 广泛 的 应 用 . 因此 ,在 本 教材 中 
不 再 对 此 进行 深入 讨论 . 


§ 0.3 在 瞬 变 电磁 场 计算 中 直接 时 域 法 与 频 域 法 的 比较 


如 上 所 述 , 在 瞬 变 电磁 场 问题 中 如 果 能 在 时 域 直 接 获 得 解析 解 当然 是 最 理 
想 的 ,只 是 难度 非常 大 ,往往 做 不 到 . 如 果 能 做 到 , 则 可 避免 变换 方法 的 复杂 过 程 
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及 所 受到 的 种 种 限制 . 实际 上 ,不 管 是 用 哪 种 方法 获得 时 域 解析 解 都 是 极力 追求 
的 ,永远 是 一 种 努力 方向 . 现在 我 们 关心 的 问题 是 : 如 果 需 要 用 数值 方法 解决 问 
题 ,那么 在 频 域 法 和 直接 时 域 法 中 应 选择 哪 一 种 ? 下面 对 这 两 种 方法 加 以 简单 
的 比较 . 

所 谓 瞬 变 电 磁场 问题 ,往往 是 指 非 时 谐 激发 电流 源 在 各 种 环境 下 所 激发 电 
磁场 的 求解 . 当 源 位 于 无 穷 远 时 ,就 相当 于 入 射 场 为 非 时 谐 平 面 波 的 情况 . 为 了 
对 问题 有 更 好 的 物理 了 解 ,或 者 为 了 实际 的 需要 ,往往 要 求 得 在 时 域 上 直接 表示 
的 解答 . 当然 也 存在 另 一 种 情况 ,最 终 需要 的 是 在 宽频 带 上 的 信息 ,而 求 得 时 域 
解 只 是 一 个 手段 . 不 管 哪 种 情况 ,利用 频 域 法 或 直接 时 域 法 都 能 达到 目的 ,问题 
是 哪 种 方法 有 更 高 的 效率 . 

总 体 上 说 , 当 计算 目的 是 获得 时 域 响 应 时 ,时 域 方法 往往 有 更 高 的 效率 . 这 
是 因为 时 域 方法 只 需 一 次 计算 就 能 获得 全 部 时 域 信息 ;而 用 频 域 方法 则 需 在 所 
需 频 带 内 足够 多 的 取样 点 上 进行 多 次 计算 ,才能 获得 足够 多 的 数据 ,以 便 能 利用 
离散 傅 里 叶 变换 求 得 所 需 的 时 域 解 . 如 果 所 需要 的 只 是 在 脉 肿 信号 作用 下 系统 
的 峰值 响应 , 则 时 域 法 比 频 域 法 更 加 有 效 得 多 ,因为 即使 并 不 需要 全 部 时 域 信 
息 , 频 域 法 也 必须 由 全 部 频 域 取样 数据 才能 求 得 ,而 时 域 方法 只 需 运 算 到 峰值 点 
出 现 即 可 停止 , 当然 ,两 者 之 间 在 效率 上 的 差异 并 不 能 直接 从 计算 次 数 上 判断 ， 
因为 时 域 法 往往 采用 步 进 算法 ,其 效率 也 和 计算 步 数 相关 . 当 计 算 目 的 仅 为 获得 
宽频 带 信息 时 ,时 域 方法 也 可 能 在 效率 方面 仍然 占有 优势 ,因为 一 次 时 域 计 算 就 
可 以 获得 宽频 带 的 信息 .但 是 ,对 于 不 同 波形 的 时 域 激励 源 系统 的 响应 ,用 时 域 
方法 必须 分 别 计算 ;而 就 频 域 方法 而 言 ,对 于 时 不 变 线性 系统 ,只 要 获得 了 它 的 
频 域 响 应 函数 , 则 系统 对 不 同时 域 源 的 响应 ,只 需 通 过 卷 积 计算 就 可 获得 . 

时 域 法 对 频 域 法 的 另 一 个 优势 ,是 时 域 法 也 适用 于 非 线性 系统 和 时 变 系 统 . 
时 域 法 也 存在 一 个 特有 的 稳定 性 问题 ,对 显 式 算法 而 言 ,其 稳定 性 是 有 条 件 的 ， 
即 当 空间 离散 尺度 给 定 后 ,其 时 间 步 长 就 受到 了 限制 ,由 于 采用 小 的 时 间 步 长 ， 
就 增加 了 计算 步 数 ,从 而 限制 了 计算 效率 . 隐 式 算法 虽然 是 无 条 件 稳定 的 ,时 间 
步 可 取得 比较 长 ,但 每 一 时 间 步 需要 矩阵 求 逆 ,也 会 影响 计算 效率 . 实际 上 ,即使 
稳定 条 件 得 到 了 满足 ,由 于 各 种 误差 的 积累 ,也 可 能 在 计算 的 后 期 出 现 不 稳定 现 
象 ,需要 进一步 采取 措施 加 以 解决 . 

虽然 瞬 变 电磁 场 计算 的 时 域 方 法 还 存在 着 种 种 问题 ,但 已 经 在 一 些 重要 方 
面 显 示 出 其 优越 性 ,这 也 正 是 它 成 为 当前 计算 电磁 学 中 很 活路 的 研究 领域 的 重 
要 原因 . 


第 一 章 ”时 域 电磁 场 的 理论 基础 


宏观 电磁 场 理论 建立 在 坚实 的 科学 实验 和 长 期 工程 实践 的 基础 之 上 ,具有 
完美 的 理论 体系 和 极为 丰富 的 内 容 . 电磁 场 理论 的 任务 是 阐述 电磁 学 的 物理 原 
理 和 用 以 求解 各 种 电磁 场 问题 的 方法 ,给 出 各 种 条 件 下 电磁 场 的 运动 规律 及 其 
工程 应 用 前 景 . 本 章 将 概述 电磁 场 理论 的 最 基本 部 分 ,作为 后 续 各 章 所 述 内 容 的 
理论 基础 . 根据 本 书 的 需要 ,将 以 时 域 电磁 场 理 论 为 要 点 进行 论述 . 


$ 1.1 描述 宏观 电磁 场 的 基本 方程 


一 个 多 世纪 前 ,麦克 斯 韦 (Maxwell) 集 电磁 学 研究 之 大 成 ,创立 了 描述 宏观 
电磁 场 运动 规律 的 方程 组 ,从 而 英 定 了 宏观 电磁 场 的 理论 基础 . 一 百 多 年 来 ,无 
数 科学 实验 和 电磁 场 工程 实践 没有 发 现 与 之 相 违背 的 事例 ,这 使 人 们 坚定 地 相 
信 ，, 解 决 各 种 宏观 电磁 场 问题 ,可 以 以 麦克 斯 韦 电 磁场 理论 为 依据 . 现在 通用 的 
麦克 斯 韦 方 程 组 是 由 赫兹 (Hertz) 和 效 维 赛 (Heaviside) 对 原 方程 经 过 简化 整理 
而 得 到 的 . 针对 不 同 的 需要 ,麦克 斯 韦 方程 组 可 表示 成 不 同 的 形式 . 


1.1.1 微分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 


在 麦克 斯 韦 方程 组 中 ,用 于 表示 电磁 场 特性 的 主要 有 4 个 物理 参量 . 由 于 电磁 
场 本 质 上 为 矢量 场 ,所 以 这 4 个 参 基 均 为 矢量 ,分 别 用 ED、H 和 B 表 示 , 其 中 : E 
称 为 电场 强度 (单位 为 伏 [ 特 ]/ 米 ,表示 为 V/m) ,了 称 为 电 通 量 密度 或 电位 移 矢 量 
(单位 为 库 [ 仑 ]/ 米 ? ,表示 为 C/m?),H 称 为 磁场 强度 (单位 为 安 [ 培 ]/ 米 ,表示 为 
A/m) ,B 称 为 磁 通 量 密度 或 磁感应 强度 (单位 为 韦 [ 伯 ]/ 米 * ,表示 为 Wb/m?). 

从 本 质 上 讲 , 宏 观 电 磁场 产生 的 根源 是 带电 粒子 在 空间 的 分 布 及 其 运动 而 
产生 的 电流 . 电量 的 最 基本 单位 是 一 个 电子 所 带 的 电量 ,因此 电量 的 变化 是 不 连 
续 的 ,其 空间 分 布 也 是 不 连续 的 . 电磁 场 是 分 立 的 光子 ,也 是 不 连续 的 . 宏观 电磁 
场 理论 是 在 宏观 尺度 下 才 成 立 的 一 种 电磁 场 理论 ,在 宏观 尺度 下 电量 和 场 量 的 
分 立 性 质 都 可 以 忽略 ,在 空间 和 时 间 上 都 认为 是 连续 的 . 

在 一 般 情况 下 ,表征 电磁 场 的 各 物理 参量 都 是 位 矢 r 和 时 间 + 的 函数 , 在 满 
足 宏观 尺度 的 条 件 时 ,在 媒质 连续 的 空间 中 ,可 假定 场 是 r 和 上 + 的 连续 函数 并 具 
有 连续 导数 . 作为 电磁 场 的 源 或 被 电磁 场所 诱导 产生 的 电荷 密度 p( 单 位 为 库 
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[ 仓 ]/ 米 ,表示 为 C/m’) 和 电流 密度 (单位 是 安 [ 培 ]/ 米 ' ,表示 为 A/m:) 也 假 
定 为 rc 和 上 的 连续 函数 . 在 以 上 假定 成 立 的 情况 下 ,麦克 斯 韦 方程 组 具有 如 下 的 
微分 形式 


VX ECr,) =—— Br,t), C1 1) 
VX HD= Bp,D +ICr,D), (1.1.2) 
V :Dr,t)= plr,t), (1.1.3) 
VBlr,)=0, (1.1.4) 
其 中 p 和 J 还 应 满足 表征 电荷 守恒 定律 的 连续 性 方程 
VI) + aplr,t) =0. (1.1.5) 


at 
对 于 时 变 电 磁场 ,以 上 5 个 方程 中 只 有 3 个 是 独立 的 . 例如 ,方程 (1. 1. 3) 和 
(1.1.4) 可 由 方程 (1.1. 1)、(1.1.2) 和 (1.1. 5) 导 出 . 对 方程 (1. 1. 1) 求 散 度 , 可 得 


VvV. (VXE) = 一 vv.B. (1.1.6) 
Bt 


由 于 Y ，(VY XE) 二 0, 对 时 间 求 积分 , 当 取 积分 常数 为 零 时 ,就 得 到 方程 (1. 1. 4)， 
对 方程 (1. 1. 2) 取 散 度 , 则 得 到 


VVXHD -=v D+v.J=0, [Ge 


再 利用 方程 (1. 1. 5) ,就 可 得 到 方程 (1. 1. 3). 

对 于 时 变 电 磁 场 而 言 ,习惯 上 认为 麦克 斯 书 方程 组 中 的 两 个 旋 度 方程 
Q1.1.1) 和 (1.1.2) 是 独立 的 ,或 称 它们 为 基本 方程 . 两 个 散 度 方程 (1. 1. 3) 和 
(1.1.4) 称 为 辅助 方程 ,但 仍然 代表 电磁 场 必须 满足 的 基本 规律 , 由 于 静态 电磁 
场 不 随时 间 变 化 ,电场 和 磁场 之 间 没有 耦合 . 对 静态 电磁 场 而 言 ,方程 (1. 1. 3) 和 
〈1.1.4) 不 能 由 方程 (1.1.1) 和 (1.1. 2) 导 出 . 

以 上 所 述 独立 方程 和 辅助 方程 不 是 绝对 的 . 实际 上 也 可 以 将 方程 (1. 1. 1) 一 
(1.1.3) 视 为 是 独立 的 ,而 把 方程 (1. 1.4) 和 (1. 1. 5) 看 做 是 辅助 的 . 前 面 已 分 别 
利用 方程 (1. 1. 1) 和 (1. 1. 2) 导 出 方程 (1. 1.4) 和 (1. 1. 7). 很 容易 看 出 ,再 将 方程 
(1.1. 3) 代 人 方程 (1. 1.7), 即 可 得 到 方程 (1.1. 5). 当然 ,方程 (1.1.4) 和 (1.1.5) 
仍然 是 电磁 场 的 基本 规律 ,仍然 必须 得 到 满足 . 但 是 由 于 以 上 关系 ,在 一 般 情 况 
下 独立 方程 得 到 满足 时 ,辅助 方程 也 能 得 到 满足 . 

当 用 数学 形式 把 电磁 场 的 运动 规律 表示 出 来 时 ,就 暗含 着 对 所 涉及 物理 量 
的 某 种 性 态 上 的 假定 ,以 保证 能 够 完成 所 需要 的 数学 运算 . 在 以 后 的 讨论 中 ,还 
要 对 这 些 物 理 量 进行 更 多 形式 的 数学 运算 ,为 了 避免 重复 , 特 在 此 处 一 并 说 明 . 
一 般 地 ,假定 相关 的 物理 量 都 是 单 值 且 有 限 的 ,而 且 有 足够 的 连续 性 和 可 微 性 ， 
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可 以 自由 地 交换 积分 和 微分 的 顺序 ,只 在 媒质 的 不 连续 处 才 出 现 特殊 情况 . 在 过 
到 特殊 情况 时 我 们 会 进行 特殊 处 理 . 


1.1.2 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 和 电磁 场 的 边界 条 件 


微分 形式 的 麦克 斯 韦 方 程 组 反映 了 电磁 场 的 局 域 性 质 ,只 适用 于 媒质 连 
续 的 区 域 . 由 于 积分 运算 对 被 积 函 数 的 要 求 比 微分 对 函数 的 要 求 低 ,假定 在 场 
量 总 是 有 限 值 的 条 件 下 场 的 积分 总 是 存在 的 ,这 使 得 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方 
程 的 适用 范围 得 以 扩大 . 下 面 讨论 如 何 将 微分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 转化 为 积 
分 形式 . 

考虑 空间 中 的 一 个 有 限 区 域 ,其 体积 为 V ,表面 为 S,A 为 S 的 一 部 分 ,A 的 
边界 为 C, 对 于 V 内 有 定义 的 矢量 函数 下 ,有 如 下 的 高 斯 (Gauss) 定 理 和 斯 托 克 
斯 (Stokes) 定 理 成 立 


hv Fav = 中 Fas， (1.1.8) 


Jvxm .as=$e.d (1.1.9) 


对 方程 (1. 1.1) 和 (1.1.2) 在 A 上 进行 积分 ,再 利用 方程 (1. 1.9) ,对 方程 (1. 1. 3) 和 
(1,1.4) 在 V 上 进行 积分 ,再 利用 方程 (1. 1. 8) ,就 可 得 到 


bE.d =-2| B .ds， .1.10) 

pu. d= al past| 7 .ds， (1.1.11) 

中 p .ds= | oav， G.1.12) 

$B.ds=0, (1.1.13) 
这 就 是 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 . 


积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 是 对 电磁 场 的 全 域 描述 , 即 表示 一 个 区 域 中 电 
磁场 的 总 体 性 质 . 严格 地 讲 , 只 有 在 分 布 论 的 意义 上 微分 形式 和 积分 形式 可 以 相 
互 转换 . 因 它们 表达 电磁 场 特性 的 角度 不 同 , 从 而 各 有 不 同 的 作用 . 

由 于 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 适用 于 媒质 的 不 连续 处 , 故 可 用 以 导出 媒 
质 不 连续 处 场 量 应 满足 的 关系 , 即 电磁 场 的 边界 条 件 . 这 种 边界 条 件 是 求解 微分 
形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 所 必须 的 . 设 有 媒质 1 和 媒质 2 构成 的 突变 交界 面 ,分 别 
用 下 角 标 1 和 2 表示 相应 媒质 中 的 场 量 ,n 表示 交界 面 上 由 媒质 2 指向 媒质 1 
的 法 向 单位 矢量 , 则 由 方程 (1. 1.10)~(1. 1. 13) 可 导出 交界 面 上 场 量 应 满足 的 
边界 条 件 


nxX (Ei—E,)=0, Chl 
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严 义 (五 一 再 :) 一 J， (1.1.15) 
n° (D,—D,)= 0p,, (1.1.16) 
n°. (B;—B,)= 0, # (113317) 


其 中 J 为 交界 面 上 的 面 电流 密度 ,p. 为 交界 面 上 的 面 电 荷 密 度 . 

为 了 使 一 些 问 题 得 到 简化 ,常常 把 一 些 条 件 理想 化 . 例如 , 当 导体 的 导电 性 
能 良好 时 ，, 视 其 导电 率 近 似 为 无 限 大 ,并 称 为 理想 导体 . 如 果 用 EH、D 和 B 表 
示 导 体外 表面 的 场 量 , 则 对 理想 导体 可 得 如 下 的 边界 条 件 : 


nXE=0, (1.1.18) 
nxXH=J., (1.1.19) 
nD=p., (1.1.20) 
n.B=0. (1.1.21) 


如 果 求 解 区 域 是 开放 的 , 则 需要 给 出 电磁 场 在 无 穷 远 处 需 满足 的 条 件 . 基于 
场 能 的 有 限 性 要 求 , 场 必须 满足 辐射 条 件 . 
1.1.3 ” 频 域 麦克 斯 韦 方程 


以 上 给 出 的 微分 和 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 中 , 场 量 是 时 间 的 函数 ,方程 中 
包含 场 量 对 时 间 的 微 商 . 我 们 称 这 种 形式 的 方程 为 时 域 麦 克 斯 韦 方程 , 它 适用 于 
随时 间 任 意 变化 的 场 量 . 由 傅 里 时 (Fourier) 变换 理论 可 知 , 随 时 间 任 意 变 化 的 
场 量 可 视 为 时 谐 场 的 蠢 加 . 通过 傅 里 叶 变换 把 时 域 场 量 用 相应 的 频 域 量 代替 , 相 
应 的 麦克 斯 韦 方程 称 为 频 域 麦 克 斯 韦 方程 ,这 样 的 方程 适用 于 任 一 单一 频率 的 
场 基 ， 

设 FCr,n) 为 任 一 场 基 , 其 传 里 叶 变换 记 做 Cr,w), 即 有 

Fr,w) = 三 Flr,t)e'd, (1.1.22) 
其 逆 变 换 为 
Fr,t) = Pere wd. (1.1.23) 


若 所 有 场 量 的 传 里 叶 变 换 都 存在 , 则 把 变换 (1. 1. 22) 用 于 方程 (1.1.1) 一 
(1. 1.4), 可 以 得 到 


VX Ecr,w) = io5(r,o)， (1.1.24) 
YX 直 (r,o) = 一 io5(r,o) + jr,w), (1.1.25) 
ve Dr,w) = ro)， (1.1.26) 


V.Bcr,o) =0, (2 
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这 就 是 频 域 麦克 斯 韦 方程 . 原则 上 讲 , 通 过 解 该 方程 组 获得 频 域 场 量 后 ,可 通过 
递 变换 (1. 1. 23) 获 得 相应 的 时 域 场 量 . 如 果 把 频率 w 视 做 参 变量 , 则 频 域 麦 克 
斯 韦 方程 比 时 域 麦 克 斯 韦 方程 要 简单 得 多 ,减少 了 一 个 自 变 量 1, 即 其 解 域 降低 
了 一 维 , 同 时 还 少 了 一 个 微 商 . 在 相当 长 的 一 段 时 期 内 ,电磁 场 理论 都 是 以 求解 
频 域 麦克 斯 韦 方程 为 重点 . 为 了 明确 表达 ,我 们 可 把 这 种 理论 称 做 频 域 电 磁场 
理论 . 

为 了 求 得 电磁 场 的 时 域 解 ,最 直接 的 当然 是 求解 时 域 麦 克 斯 韦 方程 ,但 是 困 
难 很 大 . 一 种 蔡 代 办 法 是 先 求解 频 域 麦 克 斯 韦 方程 ,然后 通过 传 里 叶 逆 变换 而 获 
得 时 域 解 .但 是 ,并 不 是 所 有 频 域 解 都 能 求 得 解析 形式 的 储 里 叶 逆 变换 ,只 有 少 
数 简单 的 情况 能 够 做 到 . 随 着 计算 机 技术 的 发 展 ,麦克 斯 韦 方 程 的 数值 求解 已 成 
为 主要 手段 . 可 以 先 求 得 频 域 方程 的 数值 解 ,只 要 有 覆盖 所 需 频 带 的 足够 数据 ， 
就 可 以 通过 离散 传 里 叶 逆 变换 得 到 近似 的 时 域 数值 解 . 目前 ,直接 求解 时 域 方程 
的 数值 方法 已 有 了 迅速 的 发 展 ,并 显示 出 更 多 的 优越 性 . 所 以 ,直接 时 域 数值 方 
法 越 来 越 受 到 更 多 的 关注 . 

由 于 有 些 函 数 的 傅 里 叶 变换 不 存在 ,使 其 应 用 受到 限制 . 拉 普 拉 斯 ( 拉 氏 ) 变 
换 有 更 广泛 的 适用 性 , 故 在 电磁 场 理论 中 有 时 也 使 用 拉 氏 变换 把 麦克 斯 韦 方程 
或 其 导出 方程 变换 到 复 频 域 进行 求解 ,然后 经 逆 变 换 而 获得 时 域 解 . 对 函数 
f(r,) 的 拉 氏 变换 为 


L700 = Aeroewdt， 
iy 


其 中 p 二 co 十 iw, 称 为 复 频率 . 只 要 假定 在 :一 0 时 函数 值 为 零 ,在 这 一 变换 下 麦克 
斯 韦 方程 的 两 个 旋 度 方程 (1. 1. 1) 和 (1. 1. 2) 成 为 

VXxXE(r,p) =— pB(r,p), 

VX H(r,p) = pDlr,p) + I(r,p). 
为 了 不 引入 新 符号 ,这 里 只 用 变量 本 身 表 明 场 量 所 在 的 变量 空间 . 

与 式 (1.1. 24) 和 (1.1.25) 相 比较 ,不 难 发 现 复 频 域 的 方程 与 频 域 方 程 有 简 
单 的 二 一 iw 对 应 关系 . 根据 这 一 对 应 关系 ,可 以 把 方程 和 其 解 在 两 个 域 间 方 
便 地 进行 变换 . 

1.1.4 本 构 关 系 
观察 麦克 斯 韦 方程 (1. 1. 1)~(1. 1. 5) ,不 难 发 现 待 求 场 量 的 个 数 多 于 方程 


的 个 数 , 这 说 明 为 了 确定 所 有 物理 量 还 必须 补充 其 他 关系 .已 知 在 真空 中 有 
Dr,D = ECr,t), 


Blr,t) = yoH(r,t), 


其 中 “= 肝 -X 10 3F/m, p=4xX10 ’H/m. 
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在 媒质 中 ,电磁 场 与 媒质 发 生 相 互 作用 ,使 D 和 E,B 和 HH 有 较 复 杂 的 关 
系 , 这 种 关系 称 做 本 构 关 系 . 在 均匀 各 向 同性 媒质 中 
D=eE+P, 
B= (H+M), 
其 中 了 为 极 化 强度 ,M 为 磁化 强度 . 对 线性 媒质 而 言 有 
P= ex.E, 
M= XxaH, 
其 中 xX. 为 极 化 率 ,Xm 为 磁化 率 . 总 起 来 可 得 
D=eEtexE=eekE= ek, (1.1.28) 
B=p(l+x)H= pH=H, (1.1.29) 
其 中 
ec 一 1+X，e 一 seo， (1.1. 30) 
pr =1+Xa, p= prpo. 《和 9 
e 称 为 介 电 常 数 ,se 称 为 相对 介 电 常数 .w 称 为 磁 导 率 ,y 称 为 相对 磁 导 率 . 
对 各 向 异性 媒质 而 言 , 介 电 常 数 和 磁 导 率 要 用 张 量 来 表示 ,其 本 构 关系 为 


D=E.E, (1.1. 32) 
B=j.H. (1.1.33) 

对 于 各 向 同性 线性 导电 媒质 存在 关系 
J 一 PE， (1.1.34) 


其 中 c 为 电导 率 . 
对 于 色散 媒质 ,其 介 电 常数 和 磁 导 率 为 频率 的 函数 ,本 构 关系 可 在 频 域 表 
示 为 
D(w) = a(wE(), (1.1.35) 
有 Bo) = L(A(w). (1.1. 36) 
以 上 本 构 关系 需要 根据 电磁 场 与 带电 粒子 作用 的 理论 来 确定 ,在 求解 电磁 场 问 
题 时 要 根据 实际 媒质 的 性 质 选 用 适当 的 本 构 关系 . 


$ 1.2 电磁 场 的 波动 方程 


如 上 所 述 ,对 时 变 电 磁 场 而 言 ,在 麦克 斯 韦 方程 组 (1. 1.1)~(1.1.4) 中 只 有 
两 个 方程 是 独立 的 . 如 果 只 考虑 线性 各 向 同性 媒质 , 则 在 代入 本 构 关系 (1. 1. 28) 
和 (1.1.29) 后 ,方程 (1.1.1) 和 (1.1.2) 成 为 


VX ECr,t) 一 一 pr) 了 ar,D， 全 多 和 
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VXH(,) = elr) ECD) +n). (1.2.2) 


当 电流 本 为 已 知 时 ,未 知 量 只 有 和 五, 未 知 场 量 和 方程 个 数 正好 相等 . 方 
程 (1. 2.1) 和 (1. 2. 2) 是 耦合 方程 ,可 用 消去 法 得 到 只 含 一 个 未 知 场 量 的 方程 . 只 
会 电场 和 只 含 磁 场 H 的 两 个 方程 分 别 为 


E 
VX VX ECr,t) 十 eCr) 人 Er, 


一 一 中 ro， (1.2.3) 


V Xe VX HOG) + pr) 和 Br 
一 了 Xe(r-J(ryD. (1.2.4) 


由 于 它们 是 由 基本 方程 导出 的 ,其 中 的 任何 一 个 都 是 完整 的 . 对 于 非 均匀 媒 
质 中 的 电磁 场 , 可 以 求解 其 中 一 个 方程 而 获得 ,它们 都 可 看 做 基本 方程 而 等 效 于 
原来 的 麦克 斯 韦 方 程 . 在 一 般 情 况 下 ,只 需求 解 其 中 一 个 方程 , 另 一 个 场 量 可 由 
相应 的 麦克 斯 韦 方程 来 决定 . 

事实 上 ,由 于 E 和 HH 除了 满足 两 个 基本 方程 之 外 ,还 需 满足 两 个 辅助 方程 . 
而 且 ,其 6 个 分 量 不 是 彼此 线性 独立 的 ,这 使 得 在 很 多 电磁 场 问题 中 只 需求 得 任 
意 两 个 分 量 ,就 能 完全 确定 全 部 场 量 . 

如 果 e 和 与 无关, 即 媒质 为 均匀 的 , 则 可 以 分 别 将 其 与 旋 度 算 符 交换 位 
置 ,由 方程 (1. 2. 3) 和 (1. 2.4) 得 到 


VXVXECD + ECr,D) =—pOTr,D), (1.2.5) 
VXVXHOD + HD) 一 YXJr,D)， (1.2.6) 
进一步 利用 矢量 恒等式 V XV XF 一 VV 。F 一 V*F, 以 及 方程 
vip- ip, v.H=0. 
上 面 两 个 方程 又 可 写 做 
VIE(r,D) — ey 总 Cr, = pOIr D+ Ver), (1.2.7) 
VHD) — ep Hr =— VXJr,D). (1.2.8) 


式 (1.2.3),(1.2.5) 和 (1. 2.7) 为 电场 波动 方程 ,而 式 (1. 2. 4),(1. 2. 6) 和 
〈1. 2. 8) 则 为 磁场 的 波动 方程 ,针对 不 同 的 问题 可 选用 不 同形 式 的 方程 . 如 果 考 
虑 的 是 不 存在 源 的 区 域 , 可 得 齐 次 波动 方程 
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VED) — ep BiECr,t) 一 0， (1.2.9) 


VIH(,) — ep Hn) = 0， (1.2.10) 


这 时 电场 和 磁场 的 波动 方程 具有 相同 的 形式 . 

波动 方程 的 求解 与 源 的 分 布 和 形式 以 及 解 域 的 形状 有 很 大 的 关系 ,一 般 讲 
直接 求解 有 很 大 的 困难 . 

求解 波动 方程 的 一 种 简化 方式 是 把 方程 转化 到 频 域 ,在 频 域 它们 具有 较 简 
单 的 形式 . 频 域 方程 可 由 频 域 麦克 斯 韦 方程 导出 ,也 可 以 由 波动 方程 经 传 里 叶 变 
换 直 接 得 到 . 

对 于 非 均匀 各 向 同性 媒质 ,相应 于 式 (1. 2. 3) 和 (1. 2. 4) 的 频 域 波动 方程 为 


VXA(DD YX 名 (ro) — rel Ew) 一 iojro)， (1.2.11) 


YXe(pDD YX 站 (ro) — wp Hr) = VX eIr,w). (1.2.12) 
对 于 均匀 各 向 同性 媒质 , 则 有 


VXVXECr,w) — kBECr,w) = ivpj (rsw), (1.2.13) 
VXVXHr,w) 一 如 在 (ro) = VXI), (1.2.14) 
或 
VIECr,w) + ECr,w) =— iwpj (ryw) 十 + Viryw), (1.2.15) 
VIH(r,w) +R HCG,w) =— VXIr,w), (1.2.16) 
其 中 及 二 wep. 


与 时 域 波动 方程 相 比 , 频 域 波动 方程 隐 去 了 时 间 变 量 , 变 为 亥 姆 赴 兹 
(Helmholtz) 型 方程 ,这 类 方程 的 求解 已 相对 简单 . 


$ 1.3 电磁 场 的 标 势 和 矢 势 


在 电磁 场 理论 的 发 展 过 程 中 ,为 了 简化 电磁 场 方程 引 人 了 一 些 辅助 函数 ,用 
得 较 广 的 是 标量 势 函 数 和 矢量 势 函 数 ,至 今 还 被 广泛 的 应 用 .下面 就 各 向 同性 均 
匀 媒 质问 题 加 以 讨论 . 

由 矢量 场 的 理论 可 知 ,任何 矢量 场 的 旋 度 都 是 无 散 的 ,从 而 必 可 把 无 散 矢 量 
场 表示 为 男 一 矢量 场 的 旋 度 场 . 由 麦克 斯 韦 方程 (1. 1.4) 可 知 ,B 为 无 散场 ,从 而 
可 引入 一 矢量 场 4, 而 把 B 表示 为 

B= VxA. (hy 

把 它 代入 到 方程 (1. 1. 1) , 便 有 
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vx (E+ 状 )=0. (1.3.2) 


又 因 任意 标量 场 的 梯度 都 是 无 旋 的 , 故 无 旋 矢 量 场 必 可 表示 为 一 标量 场 的 梯度 
场 . 现在 引入 一 标量 场 $, 由 式 (1. 3. 2) 可 知 , 下 式 成 立 


E+ 部 一 vi (1.3.3) 


所 引入 的 辅助 函数 4 和 $$ 分 别称 为 电磁 场 的 矢 势 和 标 势 . 

但 是 ,由 式 (1. 3.1) 所 定义 的 4 不 是 唯一 的 ,可 在 其 上 面 加 上 任 一 标量 函数 
的 梯度 . 所 幸 的 是 ,这 一 点 并 不 影响 所 决定 的 电磁 场 的 唯一 性 . 我 们 重新 定义 矢 
势 ,引信 一 标 基 函数 y, 令 


A’ = A+Vvy. (1.3.4) 
把 它 代 入 式 (1. 3. 1) ,可 得 
B=VXA. lsd 
再 把 式 (1. 3.4) 代 入 式 (1. 3. 3) ,只 要 令 
几 一 9 一 站 ， 01.3.6) 
就 得 到 
E+ —— vy (1.3.7) 


由 此 可 以 看 出 ,以 光 和 人 4" 作为 标 势 和 矢 势 与 用 风 和 A 作为 标 势 和 矢 势 所 表 
示 的 电磁 场 是 一 样 的 . 两 种 势 函数 是 按 式 (1. 3.4) 和 (1. 3. 6) 进 行 变换 ,它们 被 称 
做 规范 变换 . 电磁 场 在 这 种 变换 下 的 不 变性 称 为 规范 不 变性 ,函数 y 称 为 规范 函 
数 . 利用 规范 函数 的 任意 性 ,可 以 灵活 地 调整 风 和 4 之 间 的 关系 ,这 为 简化 $ 和 
A 所 满足 的 方程 提供 了 方便 . 

我 们 的 目的 是 引入 辅助 函数 标 势 和 矢 势 ,由 它们 来 决定 电磁 场 . 下 面 的 工作 
是 导出 标 势 和 矢 势 应 该 满足 的 方程 . 前 面 在 引入 标 势 和 矢 势 时 已 经 使 之 满足 了 
麦克 斯 韦 方程 的 式 (1. 1.4) 和 (1. 1. 1) ,可 利用 另外 两 个 方程 找到 所 需 的 关系 . 为 
此 把 式 (1. 3.1) 和 (1. 3.2) 代 人 式 (1.1.2) 和 (1. 1. 3), 并 利用 本 构 关 系 (1.1. 28) 
和 (1.1.29), 便 可 得 到 


lvyxvxa 一 -ce 妨 (V#+ 况 )+ 
网 


a4 
ev (8+ 芝 )= 一 6 
利用 恒等式 V XV XF 一 VV 。F 一 VF, 以 上 两 式 又 可 改写 为 


vA— +r (vy. 4+ 全), (01.3.8) 
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: 0 
vp —£ -2(v. atw ee). (1.3.9) 


显然 ,它们 是 $ 和 4 的 耦合 方程 , 比 直接 导出 的 电场 和 磁场 的 方程 还 要 复杂 . 但 
是 ,我 们 可 以 通过 选择 # 和 A 之 间 的 关系 来 简化 这 些 方程 . 另 一 方面 ,空间 任 一 
点 的 矢量 场 由 其 旋 度 和 散 度 唯一 地 确定 . 式 (1. 3. 1) 已 经 给 出 了 4 的 旋 度 ,为 了 
使 A 唯一 地 确定 ,还 要 给 出 其 散 度 .为 了 简化 $ 和 4 的 方程 ,4 的 散 度 应 该 取 下 
面 的 形式 


En 
VM- (1.3.10) 
在 这 样 的 规定 下 , 便 可 得 到 
ViA— aA (1.3.11) 
gr kJ， 3. 
CY RJ 
Vi# wg Es (1. 3.12) 


式 (1. 3. 10) 称 为 洛 伦 兹 (Lorentz) 规 范 条 件 ,在 此 条 件 下 多 和 A 独立 地 满足 各 自 
的 方程 ,而 且 其 形式 也 得 到 了 简化 . 这 样 ,我 们 有 了 一 种 间接 求解 电磁 场 的 方法 ， 
即 先 通过 两 个 相对 简单 的 波动 方程 求 得 A 和 %, 然 后 通过 下 面 的 关系 求 得 电场 
和 磁场 


= 一 9 一 弘 
= 一 %#- 让 ， (1.3.13) 
H= vxA. (1.3.14) 
以 上 所 有 场 量 均 是 r 和 1 的 函数 ,所 有 运算 都 是 在 时 域 进行 的 , 故 以 上 是 时 


域 方法 . 
辅助 函数 的 求解 也 可 以 在 频 域 中 进行 ,不 难 推 知 ,方程 (1. 3. 11) 和 (1. 3. 12) 
在 频 域 的 形式 为 


Vv24+AA= 一 0， (1.3.15) 
vB+RS = 一人. (1.3.16) 
€ 
洛 伦 兹 规范 条 件 成 为 
V .A= iwepg. (1.3.17) 
求 得 4 和 多 后 , 即 可 由 下 式 决定 频 域 电磁 场 
E=—v$+iwA, (1.3.18) 


百 一 一 了 YX4. (1.3.19) 
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在 这 里 , 标 势 上 和 矢 势 4 仅 起 到 辅助 求解 电磁 场 的 作用 ,在 量子 电动 力学 中 
它们 具有 更 深刻 的 物理 意义 . 而 且 ,在 电磁 场 理论 中 电磁 场 的 规范 也 不 是 唯 
一 的 . 

在 电磁 场 理论 中 ,与 上 面 讨论 的 电 性 源 一 一 电流 和 电荷 相对 应 ,也 引入 等 效 
的 磁性 源 ,如 磁 流 密度 M 和 磁 荷 密度 p. 在 只 存在 磁 源 时 ,麦克 斯 韦 方程 为 


VXEr,t) =—2B(r,0) 一 Mr,D， (1.3.20) 
VX HD) 一 号 Dr,D， (1.3.21) 
.Dr,o = 0， (1. 3. 22) 
vB) 一 pr， 《1.3.23) 


为 求解 以 上 方程 方便 也 可 引入 相应 的 势 函数 4。 和 如 ,分 别称 为 矢量 电势 
和 标量 磁 势 .为 了 区 别 ,前 述 的 4 和 # 就 分 别称 为 矢量 磁 势 和 标量 电势 . 矢量 电 


势 和 标量 磁 势 与 电磁 场 的 关系 为 
D =— VXA., (1.3.24) 
瑟 十 2 =— v#$,. (1.3.25) 
它们 所 满足 的 方程 则 为 
， 
vA, 一 中 =—eM, (1. 3. 26) 
有 
六 (1.3.27) 
同时 还 要 满足 洛 伦 效 (Lorentz) 规 范 条 件 
vA = (1. 3. 28) 


至 于 在 频 域 的 关系 , 则 很 容易 由 以 上 方程 导出 . 


$ 1.4 非 齐 次 波动 方程 的 积分 解 一 推迟 势 


在 上 面 两 小 节 中 ,针对 各 种 不 同 的 情况 导出 了 多 种 形式 的 波动 方程 . 针对 不 
同情 况 求 得 这 些 方程 的 解 , 是 电磁 场 理论 的 根本 任务 . 一 般 来 讲 , 这 些 方程 的 求 
解 是 很 困难 的 . 下 面 就 一 些 具有 较 简单 形式 的 波动 方程 求 出 其 积分 形式 的 解 , 作 
为 解决 问题 的 一 个 步骤 ,为 以 后 进一步 解决 更 复杂 的 问题 作 一 定 的 准备 . 


1.4.1 自由 空间 V ?十 ke 算 子 的 格林 函数 
观察 前 面 所 导出 的 适用 于 均匀 各 向 同性 媒质 中 电磁 场 及 其 标 势 和 矢 势 所 满 
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足 的 波动 方程 ,如 果 把 矢量 方程 在 直角 坐标 系 中 进行 分 解 , 则 各 分 量 方程 可 以 统 
一 地 写成 如 下 的 形式 
Viulr,t) — ey Dues) = 一 SCr,D， (1.4.1) 


其 中 wx(r' 妇 代表 电场 、 磁 场 或 矢 势 的 任 一 分 量 , 当然 也 可 代表 标 势 本 身 . SCr ,1) 
代表 各 方程 右 侧 各 相应 分 量 , 在 求解 过 程 中 把 它 看 做 是 已 知 的 ,相当 于 场 的 激 
发 源 . 

求 方程 (1. 4. 1) 在 自由 (无 界 ) 空 间 的 解 采用 积分 变换 的 方法 比较 方便 ,为 此 
对 方程 (1.4. 1) 实 施 如 式 (1.1.22) 所 定义 的 变换 , 便 得 到 在 频 域 中 的 形式 为 


YVR) + Rr,w) =— Sr,w). (1.4.2) 
为 求解 此 方程 , 先 要 求 得 相应 算 子 V 十 k&? 的 格林 (Green) 函数 G(r,r), 它 
满足 点 源 的 亥 姆 收效 方程 
VsGrr') 十 如 GCCrr') =— 6(r—r’). (1.4.3) 
该 方程 具有 平移 对 称 性 ,只 需求 解 r==0 的 情形 ,这 时 的 方程 为 
(Vth )GC) = 一 6Cr)， (1.4.4) 


当 r=|r|=Vz 十 十 避 关 0 时 ,以 上 方程 为 齐 次 交 姆 转 兹 方程 , 它 的 解 可 以 表 
示 为 


ii 
Gl) 一 A 守 十 B2 一 (1.4.5) 


其 中 A 和 B 为 待定 系数 . 如 果 我 们 只 关心 离开 源 的 波 ,只 取 第 一 项 即 可 (下 面 会 
看 出 ) ,于 是 令 B=0, 则 有 


GOr) =A 守 ， 《1.4.6) 


为 了 确定 待定 常数 A, 把 式 (1. 4. 6) 代 入 式 (1. 4. 4), 并 在 以 坐标 原点 为 圆心 ， 
e 为 半径 的 小 球 V。 中 求 积分 ,S. 为 V. 的 表面 积 . 当 令 e-~0 时 ,得 到 


本 EE 
| .人 (4 SF)avtel, a ay = 一 
由 于 dV=4xr?dr, 当 r->0 时 ,上 式 左 侧 的 第 二 项 为 零 ,而 第 一 项 为 
v。 v(4 衬 ) dV= 引 A 是 空 ds 
= lim4rxr A EE =— 4xA. 
综合 以 上 结果 有 A 一 世 ,于 是 


eatr 
G(7) = 十 一. (1.4.7) 
4xr 
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如 果 点 源 不 在 坐标 原点 ,~ 表示 点 源 到 观察 点 的 距离 , 即 ~ 一 |r 一 六 | ,其 中 
7 为 源 矢 . 因此 ,三 维 空间 算 子 V ?十 忆 的 格林 函数 可 一 般 地 表示 为 


ed 


Grr’) 一 一。 (1.4.8) 
4x | r 一 六 | 


1.4.2 标量 波动 方程 的 积分 解 


利用 已 经 求 得 的 格林 函数 ,就 可 以 求 得 方程 (1. 4. 2) 的 积分 解 ,再 经 过 健 里 
叶 逆 变 换 , 即 可 求 得 标量 波动 方程 (1. 4. 1) 的 积分 解 . 

为 了 利用 格林 函数 求 得 方程 (1. 4. 2) 的 积分 解 , 先 用 G(r,r') 乘 以 方程 
(1.4.2) 两 侧 ,再 用 &Cr,w) 乘 以 方程 (1. 4. 3) 的 两 侧 ,然后 将 所 得 结果 对 应 相 减 


并 在 包含 SC(r,w) 分 布 区 域 在 内 的 体积 V 上 积分 , 便 得 
| [GCr,r) v7ar) 一 ar) 2GCrsr)]dV 
=-| Gr Sav + | Readr — rdV. (1.4.9) 
在 上 式 中 ,Cr,w) 和 SCr,w) 中 的 因为 仅 为 参 变量 ,临时 把 m 隐 去 了 . 利用 格林 
公式 
| [yig—s7 wav =$ (ya $22)as 
和 6 函数 的 性 质 , 由 式 (1. 4. 9) 可 得 
ao = | Gor snav+p (GR ad)ds. a.4.10) 
如 果 V 为 有 限 区 域 , 只 要 场 满足 齐 次 边界 条 件 , 上 式 的 面积 分 应 为 零 . 对 自由 
(无 界 ) 空 间 的 问题 ,可 令 V-~co, 从 而 S-~co, 只 要 SCr) 的 分 布 是 在 有 限 区 域 , 场 
应 满足 辐射 条 件 ,也 会 使 面积 分 部 分 为 零 . 于 是 可 得 
ur) =| Grr Say. (1.4.11) 
由 于 我 们 通常 用 r 表示 源 的 位 置 ,上 式 中 应 该 把 7 与 + 调换 . 很 容易 证 明 式 
(1.4.8) 所 表示 的 格林 函数 具有 对 称 性 , 即 G 二 (r,r) 二 GCr,r), 所 以 把 7 与 
r 对 调 后 , 便 得 到 


lr,w) 一 | Glrsr) Sr ,a)dV’. (1.4.12) 
v 


为 了 最 终 求 得 方程 (1. 4. 1) 的 积分 解 , 需 对 上 式 求 式 (1. 1. 23) 所 表示 的 傅 里 
叶 北 变换 , 即 
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ur, 人 一 去 | [f ee So, wav’ew |ao 


-| et [#&/ (~) Sr ,wd av’, 
v 4 | | 


其 中 s--. 令 7 一 上 一 世人 ,上 式 方 括号 内 就 是 SCr',o) 的 道 变换 SCr' ,2 
于 是 得 到 


/ | r 一 性 | 
Ss(r TS 可 ) 
“ro 一 上 4xr | r 一 r | 
需要 指出 的 是 ,这 样 得 的 解 (1. 4. 13) 只 是 方程 (1.4. 1) 的 特 解 . 


1.4.3 标 势 和 矢 势 的 积分 解 一 一 推迟 势 


有 了 方程 (1.4.1) 的 解 ,就 不 难 从 对 比 中 求 得 电磁 场 的 标 势 和 矢 势 所 满足 方 
程 的 积分 解 . 把 标 势 $8(r,t) 的 波动 方程 (1. 3. 12) 与 方程 (1. 4. 1) 进 行 比较 ,立即 
可 以 得 到 方程 的 解 为 


dV'. (1.4.13) 


一 六 | 


1 or 一 a 3 

$7 = |, 4xr|lr—r 
对 于 矢 势 而 言 ,A(r,t) 满 足 的 波动 方程 (1. 3. 11) 是 一 矢量 方程 . 若 在 直角 坐标 系 
中 将 其 分 解 为 3 个 分 量 所 满足 的 方程 ,它们 分 别 都 具有 式 (1. 4. 1) 的 形式 ,从 而 
每 个 分 基 的 解 都 具有 式 (1. 4. 13) 的 形式 . 求 得 解 以 后 ,再 把 3 个 分 量 重新 组 合 为 
矢量 形式 ,就 得 到 如 下 的 解 


dV'. (1.4.14) 


, lIr—r| 
Alr,D) = A (1.4.15) 
由 #$ 和 A 的 解 可 以 看 出 ,位 于 r' 处 在 t' 时 刻 起 作用 的 源 ,r 处 观察 到 其 作用 
的 时 刻 为 

让 一 也 十 上 上 一 一 | i !, 
也 就 是 比 t 晚 了 |r 一 r"|/v 这 一 段 时 间 . 正 因 如 此 , 式 (1.4. 14) 和 (1.4.15) 所 表 
示 的 $ 和 A 又 称 做 推迟 势 . 这 样 的 上 和 4 代表 了 由 源 所 发 出 的 波 , 这 也 正 是 在 式 

(1.4. 5) 中 选 第 二 项 作为 方程 (1.4. 4) 特 解 的 原因 . 
正如 前 面 指出 的 , 式 (1. 4. 14) 和 (1. 4. 15) 所 表示 的 仅 是 方程 (1. 3. 11) 和 
(1. 3. 12) 的 特 解 ,其 通 解 还 要 加 上 相应 齐 次 方程 的 解 $。 和 4。 ,它们 代表 原 有 的 
电磁 场 . 因此 ,在 辐射 问题 中 ,$ 和 A 完全 由 辐射 源 决 定 ,应 取 加 二 A。 一 0. 而 在 散 
射 和 反射 问题 中 ,由 于 有 外 来 电磁 场 与 电荷 电流 相互 作用 ,如 和 4。 就 不 能 等 于 
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零 ,而 代表 外 来 的 电磁 场 . 
对 于 矢量 电势 4。 ,把 方程 (1. 3. 26) 与 (1. 4. 1) 对 比 , 就 不 难得 到 其 积分 解 的 
形式 
M(r 一 上 一 二 | 
dy’, (1.4.16) 


As (rsl) = | 
对 标量 磁 势 # ,也 有 类 似 的 结果 . 


$ 1.5 时 域 电磁 场 的 几 个 基本 定理 


麦克 斯 韦 方程 概括 了 电磁 场 的 基本 规律 ,在 运用 它 解 决 各 种 电磁 场 问 题 的 
过 程 中 ,人 们 更 加 深 了 对 电磁 场 特性 的 认识 ,并 得 到 了 一 些 具有 广泛 意义 的 规律 
性 的 结论 . 这 些 结论 用 定理 的 形式 总 结 了 出 来 ,在 电磁 场 理论 中 发 挥 了 重要 作 
用 . 本 节 将 介绍 其 中 的 3 个 ,以 便 在 后 续 章 节 中 应 用 . 


1.5.1 坡 印 亭 定理 
我 们 考虑 由 S 面包 围 的 体积 V 内 的 电磁 场 ,其 中 的 媒质 用 e,y 表示 . 如 前 
所 述 , 对 于 时 变 电 磁 场 而 言 ,麦克 斯 韦 方程 中 的 两 个 旋 度 方程 (1. 1. 1) 和 (1.1.2) 


是 基本 的 ,可 由 这 两 个 方程 出 发 讨论 电磁 场 的 基本 特性 . 
用 EE 点 乘 式 (1.1.2) 的 两 侧 ,可 以 得 到 


De —eE .2 
E.J=E.(VXH)—eE 3 


=E. ~ ac。 
=E. (VXH) -ea(E.E), (1.5.1) 
用 互 点 乘 式 (1.1.1) 两 侧 ,又 可 得 到 
H: (VXE) =-— ££ 2(H.H). (1.5.2) 
2 9t 


利用 矢量 恒等式 7 。(EXZED 一下。(VY XE) 一 E.(V XHD) 及 式 (1.5.1) 和 
《1.5.2) ,立即 可 得 到 

去 二 | 全 a(l 

E.J= [Y (EX 有 二 旺 ( 训 


对 上 式 进行 体积 分 并 利用 高 斯 恒等式 ,又 有 
J . JdV =——$ (Ex HD): nds—2| (BeE “E+: H)av. 


eE “E+3uH a)]. (1.5.3) 


(1.5.4) 
为 了 解释 上 式 的 物理 意义 . 先 来 考察 各 项 的 含义 . 若 假 定 V 内 不 存在 场 源 ， 
JCr,t) 是 V 内 的 传导 电流 , 则 J 二 og ,于 是 有 
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E.J=oE.:E, (1.5.5) 
oE。EE 代表 电场 损耗 的 功率 密度 . 所 以 式 (1. 5. 4) 左 侧 表 示 体 积 V 内 总 的 损耗 
功率 . 又 因 

P= Er,t) XH(r,t) (1.5.6) 
表示 电磁 场 功率 流 密度 ,n 为 S 的 外 法 向 单位 矢量 , 故 式 (1. 5.4) 右 侧 的 第 一 项 
代表 从 S 外 流 人 V 内 的 电磁 功率 .另外 , 因 有 


we = eB (7D ， ECr,D， ws = Bur BiD (1.5.7) 


分 别 表示 电场 能 量 密度 和 磁场 能 量 密度 , 则 式 (1. 5. 4) 右 侧 第 二 项 表示 V 内 电 
磁 能 量 的 随时 间 的 下 降 率 . 由 以 上 分 析 可 知 , 式 (1. 5. 4) 表 示 体 积 V 内 电磁 能 量 
的 守恒 性 . 即 是 说 , 若 外 部 流入 的 电磁 功率 等 于 V 内 损耗 的 功率 , 则 V 内 的 电磁 
能 量 保持 不 变 . 式 (1. 5. 4) 称 为 积分 形式 的 坡 印 亭 (Poynting) 定 理 ,相应 的 式 
(1. 5. 3) 就 称 为 微分 形式 的 坡 印 享 定理 ,而 矢量 P 就 称 为 坡 印 亭 矢 量 ， 


1.5.2 崔 一 性 定理 


在 求解 空间 一 定 区 域内 的 电磁 场 时 ,需要 知道 在 什么 样 的 条 件 下 场 解 是 唯 
一 的 ,这 一 问题 由 唯一 性 定理 回答 . 唯一 性 定理 有 两 方面 的 意义 : 一 是 在 求解 时 
要 给 出 恰当 的 条 件 ,以 保证 解 是 唯一 的 ;二 是 在 给 定 恰当 求解 条 件 的 情况 下 ,用 
不 同方 法 所 求 得 的 解 是 等 价 的 . 

唯一 性 定理 的 内 容 是 : 在 有 界 区 域 V 内 ,如 果 :一 0 时 电磁 场 的 初始 值 是 处 
处 给 定 的 ,并 且 在 :全 0 时 V 的 边界 S 上 电场 的 切 向 分 量 或 磁场 的 切 向 分 量 ( 或 
S 的 一 部 分 的 电场 的 切 向 分 量 而 其 他 部 分 磁场 的 切 向 分 量 ) 也 是 给 定 的 , 则 在 
1>0 时 V 内 的 电磁 场 就 由 麦克 斯 韦 方程 唯一 地 确定 . 

唯一 性 定理 可 用 反 证 法 加 以 证 明 . 如 果 V 内 的 场 由 源 J(r,t) 所 激发 , 若 在 
给 定 的 上 述 初始 和 边界 条 件 下 V 内 的 场 解 不 是 唯一 的 , 即 存在 两 组 解 ,E, 和 H， 
及 E 和 H ,它们 都 满足 麦克 斯 韦 方程 (1.1.1) 和 (1.1.2). 令 

6E=E—E, dH=H-—H,, (1.5.8) 

则 6E 和 6H 满足 无 源 的 麦克 斯 韦 方程 


vxoE =—p26H, 


VX6H = 06E +e QE, (1.5.9) 


其 中 s,w 和 o 是 描述 V 内 媒质 的 参量 . 
根据 坡 印 亭 定理 ,立即 可 以 得 到 


(6E XdH).: nds=——| o6E . 6EdV 
日 Vv 
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af /1 La 
-|, (ze65 dE +516H dH )dy. (1.5.10) 


上 式 两 侧 在 0 到 :>0 间 对 上 积分 并 考虑 到 6E 和 6H 的 初始 值 为 零 , 即 可 得 


起 1 
Fe6E 0E + Fn0H . dH)dV 
人 2* ) 


=—| | o0p .ogdva— [$ (GE XoH) ,ndsd (1.5.11) 
考虑 到 上 式 右 侧 第 一 项 积分 值 总 是 大 于 等 于 零 , 故 由 式 (1. 5. 11) 又 可 得 到 


上 (er “6E + 直 xOH 。 5H)av < 一 [$c x dH) ndS di. 


(1.5.12) 
由 于 
(86E X6H) .n=—6E. (nxXé6H)= 6H. (nxX6E), 
根据 给 定 的 边界 条 件 , 在 S 上 必 有 
nxXodE=0, nxX6H=0, 
于 是 式 (1. 5. 12) 成 为 


| (Be0E .5 十 二 wp8 且 :8 了 )dy <o. (1.5.13) 


由 于 上 式 中 的 被 积 函数 总 是 为 正 , 为 使 上 式 得 到 满足 ,必须 bE 二 0,6H =0, 亦 即 
EE 二 E, ,HH 二 Hi ,这 就 证 明了 ,在 给 定 了 所 述 初始 条 件 和 边界 条 件 后 ,区 域 V 内 
电磁 场 的 麦克 斯 韦 方程 解 是 唯一 的 . 


1.5.3 等 效 原理 


在 求解 电磁 场 问题 时 ,等 效 原 理 可 以 使 问题 在 一 定 程度 上 得 到 简化 . 等 效 原 
理 是 唯一 性 定理 的 直接 应 用 ,通过 设置 等 效 源 ,保证 在 改变 求解 区 域 部 分 空间 的 
源 和 媒质 特性 的 同时 ,保持 其 余部 分 空间 的 场 不 变 , 这 就 为 问题 的 解决 提供 了 灵 
活性 . 这 里 所 说 的 “等 效 ”, 是 指 如 果 有 两 种 不 同 ( 如 分 布 . 大 小 和 类 型 ) 的 源 在 给 
定 的 区 域内 产生 相同 的 场 ,就 称 这 两 种 源 对 该 区 域 的 场 解 是 等 效 的 . 本 小 节 将 讨 
论 几 种 有 代表 性 的 情况 ,因为 其 中 用 到 了 场 的 又 加 原理 ,所 以 假定 媒质 为 线 
性 的 . 

在 图 1-1(a) 中 ,有 封闭 曲面 S 将 解 域 划分 为 两 部 分 ,分 别 用 J。,M。 和 J， 
AM 表示 外 部 和 内 部 区 域 存在 的 源 ,所 有 的 源 在 整个 场 区 所 产生 的 场 用 E, 和 H 
表示 . 在 图 1-1(b) 中 ,如 果 将 内 部 区 域 的 源 改 为 和 M', 必 使 内 、 外 部 区 域 的 场 
都 发 生变 化 ,将 变化 后 内 部 区 域 的 场记 为 E, 和 HH,. 为 了 使 外 部 区 域 的 场 保持 
E, 和 HH 不 变 ,可 在 S 上 设置 适当 的 等 效 源 J. 和 M.. 根据 唯一 性 定理 可 知 ,只 
需 保证 所 加 的 等 效 源 在 S 上 满足 边界 条 件 
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~ Vo Ne 4 , 
sn 一 $Y------” 办 
(a) 原 问题 (b) 一 种 等 效 源 
图 1-1 等 效 原理 
nxX(H—H)=J,, nxX (E—E,)=—M,. (1.5.14) 


可 见 , 如 图 1-1(a) 和 (b) 所 示 的 情况 在 S 的 外 部 区 域 是 等 效 的 . 类 似 地 ,如 果 保 
持 内 部 区 域 的 源 J;,M; 和 场 E, ,Hl 不 变 ,而 外 部 区 域 的 源 变 为 J 和 Mo 并 使 改 
变 后 外 部 区 域 的 场 为 E, 和 H;, 则 在 S 上 设置 的 等 效 源 只 需 与 图 1-1(b) 中 的 符 
号 相反 . 显然 ,在 第 一 种 情况 下 ,等 效 源 所 产生 的 场 只 向 外 部 区 域 辐射， 

如 果 仅 有 内 部 区 域 的 源 存 在 ,其 在 内 、 外 区 域 所 产生 的 场记 为 E 和 互 , 则 当 
源 变 为 零 时 ,EE 和 五 都 变 为 零 . 若 要 保持 外 部 区 域 的 场 不 变 , 需 在 S 上 设置 等 效 
源 J, 和 M,, 且 其 分 别 满足 

nxXH=J,, nXE=—M,. (1.5.15) 

这 种 等 效 在 对 内 部 区 域 的 场 不 感 兴趣 时 非常 有 用 ,不 仅 所 加 的 边界 条 件 变 
得 简单 ,更 重要 的 是 ,由 于 规定 S 内 的 场 为 零 , 在 等 效 问题 中 可 以 任意 假定 其 内 
部 的 媒质 特性 ,对 S 外 的 场 都 不 会 有 任何 影响 . 最 简单 的 有 以 下 三 种 情况 ， 

(1) 选择 S 内 的 等 效 媒质 与 S 外 的 媒质 相同 ,这 样 就 将 问题 归结 为 整个 空 
间 是 均匀 的 

(2) 选择 S 内 的 等 效 媒质 为 理想 导体 ,这 时 等 效 源 J, 被 理想 导体 短路 ,只 
剩 下 M, 的 贡献 ; 

(3) 选择 S 内 的 等 效 媒 质 为 理想 磁 导 体 , 这 时 等 效 源 M. 被 理想 磁 导 体 短 
路 ,只 剩 下 J 的 贡献 . 

等 效 原理 的 灵活 运用 可 为 求解 复杂 电磁 场 问 题 提 供 诸多 方便 . 


$ 1.6 时 域 电磁 场 的 因果 律 


求 电磁 场 时 域 解 的 一 种 常用 方法 是 , 先 求 得 频 域 解 而 后 经 伟 里 叶 逆 变换 得 
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到 时 域 解 . 这 里 的 一 个 重要 问题 ,是 在 变换 过 程 中 不 能 违背 物理 原理 的 基本 要 
求 , 即 所 得 解 必须 满足 因果 律 . 通常 理解 的 因果 律 , 是 一 个 作用 在 未 到 达 被 作用 
体 之 前 ,被 作用 体 不 能 出 现 这 个 作用 所 引起 的 反应 . 下 面 就 因果 律 所 施加 的 限制 
进行 简要 的 讨论 . 


1.6.1 希 尔 伯 特 变换 


在 研究 一 些 物理 系统 时 ,我们 常常 利用 一 些 复 值 函 数 ,如 复 介 电 常数 . 复 阻 
抗 等 ,它们 仅 当 自 变量 为 实数 时 才 具 物理 意义 . 在 很 多 情况 下 ,我们 有 可 能 从 支 
配 系统 的 基本 规律 出 发 ,得 到 这 些 函 数 当 自 变量 为 复数 时 其 普遍 性 质 的 某 些 知 
识 .例如 ,在 复 平面 的 某 个 区 域 ,此 函数 是 解析 的 . 因果 性 是 一 种 支配 规律 , 它 能 
决定 复 变 函数 的 某 些 性 质 ,如 导出 具有 直接 物理 意义 的 实数 量 之 间 应 满足 的 关 
系 ,而 这 些 关系 就 是 支配 规律 的 一 种 表现 . 所 谓 实 数量 之 间 的 关系 ,在 数学 上 就 
是 希 尔 伯 特 (Hilbert) 变 换 , 下 面 先 从 数学 上 导出 希 尔 伯 特 变换 ,然后 再 讨论 它 
和 实际 物理 问题 之 间 的 联系 . 

设 f(z) 为 在 上 半 平 面 解 析 的 一 个 复 变 函 数 , 且 当 |z| 一 吕 时 |f(z) 1 一 0. 设 
C 为 如 图 1-2 所 示 的 一 z 十 iy 平面 的 闭合 围 道 ,为 实 轴 上 的 任 一 点 . 
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图 1-2 z 平 面 上 的 积分 围 道 


根据 柯 西 (Cauchy) 定 理 , 我 们 有 
f(z) 


f(z) 

ca = 一 人 

za R f(z) 

RZ—é€ ez—é 

现在 考虑 当 R-~c,6~~0 时 上 式 的 结果 . 首先 由 所 给 定 的 条 件 ,根据 约 当 
(Jordan) 引 理 , 可 知 


dz 


dz =| A 
一 


人 


dz = 0. (1.6.1) 


1 天 | £0as =0; 


Re cn Z—E 
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lim (+ 妈 22dz =P.v.| A 2 (1.6.2) 
1 -一 站 


eal 


其 中 P.V. 表示 主 值 积分 
因 7(z) 是 上 半 平 面 的 解析 函数 , 故 在 的 邻 域 连续 . 在 C, 上 f(z) 的 值 可 表 
示 为 f(&) 十 , 故 C, 上 的 积分 可 以 写 做 
£2) 了 (6) 十 了 


QZ 一 二 [ef 


本 Np 1 
二 e+ a pe edz， 


其 中 
| 二 dz=mc-e|l。=mcz-e| =- 
Wy 玫 一 二 'G se™ 
而 了 随 $-~0 而 趋 于 零 , 故 有 


lim| A az = 一 到 Fe， (1.6.3) 
S20 
综合 以 上 各 点 , 即 可 由 式 (1. 6. 1) 得 到 
P. v A eR (1.6.4) 
-= 工 一 & 


由 于 f(x) 为 复 值 函 数 ,可 令 F(z)=x(z) 十 ivCz), 则 


P.V. | Da, = inu(€) 一 xo(6)， 


由 此 进一步 得 到 
ul€) = LP. v.| Zz) dzi (1.6.5) 
bb = S—& 
ol ™” u(z) 
© =— LP.V. 六 Kg. (1.6.6) 


这 对 积分 称 为 希 尔 伯 特 变换 . 它 是 一 个 上 半 平 面 解析 的 函数 在 实 轴 上 边 值 的 实 
部 和 虚 部 之 间 所 应 满足 的 关系 . 


1.6.2 线性 系统 的 因果 关系 


在 实践 中 总 是 希望 设计 出 性 能 尽量 理想 的 电磁 系统 ,但 不 是 任何 设想 的 系 
统 都 是 能 实现 的 , 一 个 线性 电磁 系统 可 实现 性 的 根本 限制 之 一 ,是 它 必须 满足 因 
果 律 . 由 于 因果 律 的 限制 ,表征 线性 系统 性 能 的 响应 函数 的 实 部 与 虚 部 之 间 必须 
满足 一 种 相互 制约 的 关系 . 
设 有 一 时 不 变 线性 电磁 系统 ,其 冲 激 响 应 为 h(1) , 设 冲 激 作 用 开始 于 一 0， 
因果 律 要 求 在 :<0 时 AD 必须 等 于 零 , 亦 即 h(t) 必须 满足 
h(t) = h(t)ult), (1.6.7) 
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其 中 ub) 为 单位 阶 唉 函数 . 设 
H(w) = 「 h(Dewdt = R(w) +iX(w), (1.6.8) 


由 于 
| uedt = nd(w) —i 


和 关系 式 
[ ffalDerdt= 支 | 六 (CO) 方 (wo 一 0D)dp 


一 去 广 (w) * fi(w), 


则 由 式 (1. 6.7) 可 得 


R(w) +iX(w) = {[Rew +iX(w)]* [sw = ll 


1 
27 
= 去 [Rew x 6(w) — XCw) * 2] 
+ 去 [XC x nO(w) + RCw) * 二 ] 
-[s2- Xan] 


2rJ-- w 一 0 


+i[ 针 + 去 RCO2) 025dp ] ， 


LN 
进而 有 关系 
R(w) = 一 二 | 2)ap， (1.6.9) 


XCw) = i RD dn. .6.10) 


这 是 一 种 希 尔 伯 特 变换 关系 ,其 导出 的 依据 是 冲 激 响 应 需 满足 的 因果 关系 . 
所 以 ,这 种 关系 揭示 了 因果 系统 的 响应 特性 必须 遵守 的 规律 . 也 就 是 说 ,一 个 实 
际 可 实现 的 线性 系统 的 响应 函数 的 实 部 和 虚 部 不 是 相互 独立 的 ,不 是 可 以 任意 
规定 的 ,一 定 要 满足 因果 律 所 加 的 制约 . 


1.6.3 克 莱 软 - 克 洛 尼 关 系 


电磁 波 在 媒质 中 传播 , 必 与 媒质 发 生 相 互 作用 ,这 种 作用 反映 在 媒质 参数 
上 . 当 电 磁 波 与 媒质 相互 作用 时 ,也 需 遵守 因果 律 . 对 于 介质 而 言 , 因 果 律 就 表现 
在 介 电 常数 所 满足 的 克 莱 默 - 克 勒 尼 希 (Kromers-Kronig) 关 系 上 . 

对 于 各 向 同性 介质 ,电位 移 矢量 D 和 电场 强度 五 之 间 在 频 域 满足 以 下 关系 
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D(w) = sw) 六 (w) ， (1.6.11) 
在 时 域 ,这 一 关系 应 表示 为 一 个 卷 积 
DW =| ec 一 DECDdr (1.6.12) 


为 使 D(z? 成 为 表 因 函 数 ( 即 满足 因果 关系 的 函数 ),e(t) 和 已 (z) 也 必须 是 表 因 画 
数 , 因为 要 求 s(2) 是 表 因 函 数 , 使 得 它 的 傅 里 叶 变 换 8(w) 必 受 一 定 条 件 的 约束 . 
具体 地 说 , 傅 里 叶 变 换 关 系 为 


sl) 一 去 | ae i do. 《1.6.13) 
如 果 当 |w| 一 oo 时 ,E(w)>E(co) ,那么 
lw) = [E(w) —é(c0)]+E(o0), (1.6.14) 
则 式 (1. 6. 13) 可 以 写成 


a = | {[ECw) 一 ECeo)] 十 ECco) }erwdw 
T. oo 


区 | [E(w) —é(c0)]Je wdw + OE(o0). (1.6.15) 


由 于 (5 是 实 函数 ,因而 E(ce) 也 应 该 是 一 个 实 函 数 . 因 。 表示 电磁 场 的 一 
种 作用 ,为 满足 因果 律 的 要 求 , 必 须 有 在 :<0 时 et) 二 0. 又 因 1 关 0 时 6(t)=0， 
故 由 式 (1. 6.15) 可 知 ,在 :<0 时 ,其 中 的 积分 项 也 应 等 于 零 . 另 一 方面 ,由 于 
wico 时 E(w) 一 2(co), 使 得 式 (1. 6. 15) 中 的 积分 当 t<0 时 在 围 道 C- 上 也 等 
于 零 ,其 中 C- 为 复 w 平 面 的 上 半 平 面 半 径 为 无 穷 大 时 半圆 ,如 图 1-3 所 示 . 


Im[w] 


> Relw] 


图 1-3 在 复 w 平 面 上 的 积分 围 道 


综合 以 上 两 点 可 知 ,函数 8(w) 一 8(oo) 在 上 半 平 面 无 限 大 封闭 围 道 C 一 C。 


上 的 积分 在 :<0 时 为 零 , 即 E(w) 一 ECco) 在 复 w 平 面 的 上 半 平 面 是 解析 的 . 这 意 
味 着 ECw) 只 在 复 w 平 面 的 下 半 平 面 才能 有 奇 点 . 
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泛 
E(w) = E(w) + ie"(w), 


则 根据 &(w) 一 a(oo) 在 上 半 平 面 解 析 的 结果 和 希 尔 伯 特 变换 ,立刻 可 以 得 到 


E(w) 一 Eco) = 工 P. v.| Di， (1.6.16) 
x -~ ww 
Yl =— LP.V.| Ya. (1.6.17) 
开 一 oo Ww 


这 就 是 克 莱 默 -克勤 尼 希 关系 , 它 是 因果 律 对 s(0) 限 制 的 结果 . 这 一 关系 说 明 满 
足 因果 律 的 频 域 介 电 常 数 的 实 部 和 虚 部 不 是 完全 相互 独立 的 ,存在 一 种 相互 制 
约 的 关系 . 


1.6.4 因果 律 与 积分 围 线 
在 求解 电磁 场 问题 时 ,如 果 已 求 得 了 某 场 量 的 频 域 解 %ow), 则 可 通过 傅 里 
叶 逆 变换 求 得 其 时 域 解 , 即 
yD) = 去 | Kea. (1.6.18) 
这 里 还 有 一 个 重要 问题 ,就 是 这 种 变换 不 能 与 因果 律 相 违 .为 了 保证 这 一 点 , 式 
(1. 6. 18) 所 示 傅 氏 逆 变 换 的 积分 线 必须 定义 在 %(o) 的 所 有 奇 点 的 上 方 . 在 这 种 


情况 下 ,如 果 |ow|~co 时 , Yo) 一 0, 则 对 上 一 0 时 , 式 (1. 6. 18) 的 积分 路 径 就 可 
改 为 w 一 ico. 仍 保证 :过 0 时 y(z)==0, 以 保证 因果 律 成 立 . 

对 于 上 >>0, 积 分 路 径 可 改 为 w 一 一 ice, 但 这 时 必须 加 上 奇 点 的 贡献 ,如 图 
1-4 所 示 . 


Im[w] 
个 
原 积分 路 径 
> > N — Relw] 
wn@ 四 om 
on Jo 
,| | G 


图 1-4 傅 里 叶 逆 变换 的 积分 路 径 
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假设 有 N 个 极点 wu Ci 二 1,2,…,N) 和 M 个 支点 ww (i 一 1,2,…,M), 则 有 
Y(t) = 去 六 he + Da| zcooedu， 1.6.19) 
其 中 第 一 项 是 各 极点 留 数 的 贡献 ,第 二 项 为 支点 的 贡献 ,通过 沿 割 线 的 积分 表示 . 
对 于 一 般 的 有 耗 介质 , wx 和 ws 处 于 实 轴 的 下 方 ;对 于 有 源 介质 , 奇 点 可 能 
处 于 实 轴 的 上 方 . 对 于 后 一 种 情况 , 傅 里 叶 逆 变换 的 积分 路 径 必须 取 在 实 轴 的 上 
方 ;而 对 前 一 种 情况 ,积分 路 径 取 实 轴 就 可 以 了 . 


8 1.7 矢量 函数 空间 和 矢量 线性 算 子 ca 


现代 电磁 场 理论 已 经 建立 在 现代 数学 的 框架 之 中 . 由 于 现代 数学 的 应 用 ,使 
得 对 电磁 场 问 题 的 描述 更 加 合理 ,更 加 精确 ,解决 问题 的 方法 更 加 丰富 ,也 更 系 
统 化 . 现代 分 析 数 学 的 核心 是 关于 函数 空间 和 算 子 的 理论 . 由 于 电磁 场 本 质 上 是 
矢量 场 ,很 自然 的 是 用 矢量 函数 进行 描述 ,这 就 需要 对 矢量 函数 空间 加 以 定义 ， 
同时 也 需要 对 定义 在 矢量 函数 空间 中 的 算 子 的 性 质 进行 必要 的 讨论 ， 


1.7.1 矢量 函数 的 希 尔 伯 特 空间 


如 果 能 把 求解 电磁 场 的 问题 归结 到 在 希 尔 伯 特 空间 中 求解 算 子 方程 的 问 

题 , 则 现代 数学 中 的 许多 重要 结论 都 能 起 到 关键 的 指导 作用 ,甚至 可 直接 加 以 利 

用 , 希 尔 伯 特 函数 空间 中 的 元 素 必须 是 平方 可 积 的 , 对 单元 函数 (2) (2€ [a,6]) 
而 言 ,平方 可 积 的 条 件 是 

| reopa<e=. (1.7.D) 


所 有 平方 可 积 函 数 的 集合 , 称 为 平方 可 积 函 数 空间 ,用 L*[a,b] 表 示 . 

平方 可 积 函 数 是 客观 世界 中 对 物理 量 能 量 有 限 要 求 的 一 种 反映 . 在 电磁 场 
理论 中 ,电荷 .电流 以 及 各 种 场 量 的 任 一 分 量 都 可 用 标量 函数 描述 . 基于 能 量 有 
限 这 一 事实 ,就 可 以 假定 这 些 标量 函数 是 L?[a,6] 中 的 元 素 . 如 果 对 任意 元 素 
刻 (0) ,fa(t)EL?[a,6], 定 义 了 内 积 


650) = fF Wa (1.7.2) 


其 中 (* ) 表 示 复 共 罗 , 则 二 [a, 的 成 为 单元 函数 的 希 尔 伯 特 空间 . 

在 实际 问题 中 ,上 述 标量 函数 往往 不 是 单 变量 的 ,而 是 空间 坐标 和 时 间 的 多 
变量 函数 . 事实 上 ,将 单 变量 函数 希 尔 伯 特 空间 的 概念 推广 到 多 变量 函数 是 很 自 
然 的 .如 果 2 表示 尺 " 中 的 一 个 子 空间 (R" 为 n 维 实 线性 空间 ) , 则 可 用 工 (D) 表 
示 定 义 在 9 上 的 平方 可 积 函 数 空间 . 对 任意 元 素 ,u(x) EL C0) 满足 
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| |zCo1:do < co xze0. (1.7.3) 
a 
车 对 任意 元 素 u(x) ,v(x) EL?(0) ,定义 内 积 
(u,v) =| ov (x)dn, (1.7.4) 
a 


则 L(0) 成 为 多 元 函数 希 尔 伯 特 空间 . 
对 于 电磁 场 问 题 , 往 往 必 须 用 矢量 函数 来 描述 ,因而 需要 建立 矢量 函数 空 
间 . 一 般 情况 下 ,需要 考虑 三 维 空间 中 随时 间 变 化 的 矢量 ,其 分 量 是 空间 坐标 和 
时 间 的 函数 . 例如 ,电场 强度 至 在 直角 坐标 系 中 可 以 表示 为 
E(r,t) = [E,(z,y,2,t),E,(r,y2,0) ,E(x,y,2,1)]. 
考虑 到 电磁 场 在 任意 有 限 区 域 QER: 中 能 量 有 限 ,E 应 该 满足 
J lew la < ~, (1.7.5) 


通常 用 L* CQ)” 表示 具有 这 种 特性 的 矢量 函数 的 全 体 所 构成 的 集合 ,其 中 m 表 
示 分 量 的 个 数 .根据 矢量 运算 规则 ,L*(Q)” 为 线性 空间 . 若 用 u,v 表示 L? (0)” 
中 的 任意 矢量 函数 ,并 定义 内 积 


(u,v) = oo (x) dn, C1.7.67 
a 


则 LC(Q)" 成 为 希 尔 伯 特 矢量 函数 空间 . 
在 麦克 斯 韦 方程 中 以 及 在 导出 各 种 方程 时 ,要 对 电磁 场 量 施行 旋 度 和 散 度 
等 运算 ,定义 了 这 种 运算 的 矢量 函数 空间 对 电磁 场 理论 具有 重要 的 意义 . 
定义 
(curl,O) = (u(x): u(x) E LM) ,VXulx) €E LM) }, (1.7.7) 
车 有 内 积 
(u,v) =| {uCx) ev (x)+[VXux) [LV Xv (x))}dn, 
a 
则 有 (curl,Q) 为 希 尔 伯 特 矢量 函数 空间 . 
定义 
Hldiv,0) = {u(x): u(x) € L: (OQ) ,Ve ux) ELCO))，(1.7.8) 
若 有 内 积 
(uv) 一 | {uCxz)。 (x) + [Vv ux) JV vy (x)]}dn, 
a 
则 及 (div,0) 为 希 尔 伯 特 矢量 函数 空间 . 
定义 
H(curl,div ,0)= {u(x): u(x) EL QV Xu EL NM ,Vv » w(x) EL (NM)} 
(ti 
若 有 内 积 
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(u,v) =| {uCx) ev (Cz) 十 [YXuCr)]。[VYXw(z)] 
a 


十 [Lv .uc)].[V.w(Cz)])do， 

则 互 (curl,div,O) 为 希 尔 伯 特 矢量 函数 空间 . 

由 于 我 们 所 研究 的 时 域 电 磁场 E(r,t) 和 H(r,zt) ,作为 函数 ,其 定义 域 是 包 
括 空间 变量 和 时 间 变量 一 起 构成 的 变量 空间 ,故我 们 考虑 的 矢量 函数 的 变量 也 
应 包括 时 间 变 量 . 为 此 , 在 一 般 情况 下 我 们 把 矢量 函数 空间 表示 成 L* (0Q)" X 
(0,T) ,其 中 (0,T) 为 在 所 研究 的 问题 中 所 感 兴趣 的 时 间 段 . 对 希 尔 伯 特 空间 也 
作 相 应 的 表示 ,如 瑟 (curl,2) X (0,T) 等 ,其 中 (0,T) 为 所 感 兴趣 的 时 间 段 . 如 果 
不 作 特殊 声明 ,以 后 将 仅 讨论 作为 上 述 希 尔 伯 特 空间 元 素 的 电磁 场 . 


1.7.2 矢量 线性 算 子 


在 麦克 斯 韦 方 程 组 中 ,包含 矢量 函数 的 旋 度 运算 符 “Y X” 和 散 度 运算 符 
“Y ”它们 所 代表 的 映射 可 分 别 表示 为 


VX: LM 一 LO"，V. LO 一 LO)， (1.7.10) 
在 电磁 场 的 辅助 位 函数 中 还 用 到 了 标量 函数 的 梯度 算 符 Y , 它 所 代表 的 映射 为 
V:L:CO) — LL’(0)". (1.7.11) 


由 对 麦克 斯 韦 方程 组 的 分 析 已 知 ,以 上 任何 一 个 算 符 作 为 算 子 所 构成 的 算 子 方 
程 对 解决 电磁 场 问题 都 不 是 完备 的 , 故 不 作 进一步 讨论 . 但 是 ,在 我 们 的 假定 中 ， 
这 些 运算 都 是 有 意义 的 . 在 电磁 场 计算 中 起 重要 作用 的 是 由 以 上 算 符 组 合 所 构 
成 的 算 子 . 
函数 空间 中 的 映射 我 们 称 为 算 子 ,定义 在 希 尔 伯 特 空间 中 的 算 子 对 电磁 场 
理论 更 具 重 要 意义 . 设 有 H, 和 HH; 为 两 个 希 尔 伯 特 空间 ， 
T:D(T)CH,—>R(T)CH, (1.7.12) 
为 线性 算 子 ,DCT) 为 工 的 定义 域 ,R(T) 为 的 值 域 . 若 T: Hi 一 H, 是 一 有 界 
线性 算 子 ,而 算 子 六 : HH, 一 Hi ,满足 
‘Tr,y) = 人 zTy)，zEHyeE:， (1.7.13) 
则 称 区 为 了 的 希 尔 伯 特 伴随 ( 共 恩 ) 算 子 . 
设 互 为 希 尔 伯 特 空间 ,T: 妞 一 囊 为 有 界线 性 算 子 , 若 的 希 尔 伯 特 伴随 
算 子 T* 满足 T" 二 T, 即 满足 
‘Tr,y) = (zx,Ty), VYzr,y€EH, (1.7.14) 
就 称 工 为 希 尔 伯 特 自 伴 ( 自 共 邢 ) 算 子 或 厄 米 (Hermite) 算 子 . 
对 时 变 电 磁 场 而 言 , 在 $ 1. 2 中 所 建立 的 波动 方程 与 麦克 斯 韦 方程 是 等 价 
的 ,其 中 包含 双 旋 度 算 子 
YXVX: LD" > LO)", (1.7.15) 
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它 在 电磁 场 理论 中 起 着 重要 作用 . 

双 旋 度 算 符 代 表 的 是 偏 微分 运算 ,但 其 本 身 又 具有 矢量 运算 的 性 质 ,所 以 又 
可 称 之 为 矢量 偏 微 分 算 子 . 在 三 维 电 磁场 问题 中 ,m= 二 3,0E R’ ,根据 L*(0)’ 中 
内 积 的 定义 及 算 子 自 伴 的 条 件 可 知 ,如 果 uCr) 和 Cr) 为 L*(Q)* 中 的 任意 矢量 
函数 , 则 Y XV X 是 自 伴 算 子 的 条 件 为 

《VXVXulr) vr) (u(r), VX VX vr)) 


=| [VXVXuD sw 一 un TXTVXv Jd 
. 


= [u(r ) XVXv rn) —v rr XVXur)] .ndS=0, (1.7.16) 
s 


其 中 S 为 Q 的 边界 ,n 为 S 的 外 法 向 单位 矢量 .上 式 在 推导 中 用 到 了 矢量 格林 定理 . 
显然 ,如 果 定义 在 Q 上 的 某 类 矢量 函数 使 式 (1. 7. 16) 中 的 面积 分 等 于 零 ， 
则 算 子 Y Xv X 在 由 这 类 函数 所 构成 的 希 尔 伯 特 空间 中 就 是 自 伴 的 . 不 难 证 明 ， 
满足 下 列 边界 条 件 的 矢量 函数 类 能 使 双 旋 度 算 子 成 为 自 伴 的 
(1) 第 一 类 齐 次 边界 条 件 
nXulr)=0, rE€S; 
(2) 第 二 类 齐 次 边界 条 件 
nXVXulr)=0, rE€S; 
(3) 辐射 条 件 
limr[Y Xu(r +iku(r)] =0, S— eco. 
由 于 双 旋 度 算 符 可 分 解 为 
VXVX= VY.—V.V, 
则 当 解 域 2 内 不 存在 自由 电荷 时 ,总 是 有 
Vv.D=0, VvV.B=0, 
从 而 使 得 双 旋 度 算 子 退 化 为 拉 普 拉 斯 算 子 一 Vv。，V = 一 V7. 不 难 证 明 , 在 上 述 
条 件 下 它 也 是 自 伴 的 . 
除了 微分 算 子 外 ,在 电磁 场 理论 中 还 常常 遇 到 积分 算 子 . 如 果 不 考 虑 时 间 变 
量 , 则 电磁 场 理论 中 的 积分 算 子 A : L: (0)">L? (0Q)" 可 一 般 地 表示 为 
(Au) (7) = G7) “u(r)dn, (1.7.17) 


其 中 GCr,r ) 为 并 矢 格林 函数 , 且 GCr,r)E COXD)"x". 我 们 不 难 证 明 ,只 要 
G(r,r) 二 GT(r,r ) ,积分 算 子 A 就 是 自 伴 的 . 考虑 到 时 间 变 量 ,积分 算 子 的 形式 
会 更 复杂 些 . 在 实际 求解 中 ,要 么 采用 积分 变换 把 时 间 变 量 隐 去 ,要 么 把 时 间 变 
量 单独 处 理 , 可 作为 参 变量 看 待 , 故 可 在 不 考虑 时 间 变量 的 情况 下 讨论 积分 算 子 
的 一 些 性 质 ,这 些 性 质 对 求解 积分 方程 仍 有 重要 意义 . 
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非 色散 各 向 同性 媒质 中 的 瞬 变 电磁 场 问题 是 时 域 电 磁场 理论 研究 成 果 最 丰 
富 的 一 部 分 ,所 发 展 的 解析 方法 具有 典型 意义 . 由 于 瞬 变 电磁 场 问题 的 求解 有 很 
大 难度 ,只 有 一 些 相对 简单 的 情况 才能 求 得 解析 解 . 为 了 深刻 地 认识 瞬 变 电磁 场 
的 特有 规律 和 求解 问题 的 特殊 方法 ,从 最 简单 的 情况 人 手 是 很 自然 的 . 本 章 将 集 
中 展现 解决 瞬 变 电磁 场 问题 的 主要 解析 方法 ,以 便 学 习 掌 握 . 本 章 所 涉及 的 媒质 
均 为 各 向 同性 和 非 色散 的 ,下 文中 不 再 每 次 都 重复 说 明 . 


$ 2.1 均匀 媒质 中 任意 时 变 平面 电磁 波 


如 前 所 述 , 电 磁场 满足 式 (1. 2.9) 和 (1. 2. 10) 所 表示 的 波动 方程 . 这 说 明 ,时 
变 电 磁 场 是 以 波 的 形式 存在 并 在 空间 运动 ,而 电荷 和 电流 就 是 波动 电磁 场 的 源 . 
根据 波动 性 质 可 知 ,已 经 被 激发 并 传播 出 去 的 电磁 波 , 即 使 激发 它们 的 源 已 经 消 
失 , 也 将 继续 存在 和 传播 . 所 以 ,电磁 场 可 以 脱离 电荷 和 电流 单独 存在 ,或 者 说 电 
磁 波 的 存在 不 一 定 以 电荷 或 电流 的 存在 为 前 提 . 这 种 没有 电荷 和 电流 而 存在 的 
电磁 波 可 称 为 自由 电磁 波 . 显然 .自由 电磁 波 在 无 耗 媒质 中 满足 齐 次 波动 方程 


3 
SE(r,t) 一 0， (2.1.1) 


VIE(r,D) — ep Br 


° 
VHD) — ey SH, =0. (2.1.2) 


这 种 方程 又 称 为 达 朗 贝尔 (D”Alembert) 方 程 ,该 方程 最 简单 的 一 种 特 解 为 平面 
波 .下 面 给 出 随时 间 任意 变化 的 平面 波 解 ,并 讨论 平面 电磁 波 的 基本 特性 . 
设 平面 波 沿 空间 的 固定 方向 m 传播 ,m 是 一 个 不 变 的 空间 单位 矢量 . 若 沿 
m 方 向 的 距离 用 & 表示 ,r 表示 空间 点 的 位 矢 , 则 它 在 m 方向 的 投影 为 
= 和。 
这 样 ,平面 波 的 电场 仅 是 8 和: 的 函数 , 即 
E= E(t,t). 
它 所 满足 的 波动 方程 可 写成 下 面 的 形式 
Ea 
Ea 
Ey 
其 中 v yr 作 赤 昌 管 的 


ECGfD — lL Opt) 一 0 (2.1.3) 
a ; 由 
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6 一 :一 二 ，3= 上 去. (2.1.4) 


方程 (2.1. 3) 可 化 为 


z 
-EE,D = 0. (2.1.5) 
Be "7 


上 式 依次 对 & 和 ”积分 , 即 可 得 到 它 的 通 解 

E= E,(€) + E,(7) 

= E(t—¢/v) + E(t/v), (2.1.6) 
其 中 E, 和 E, 为 两 个 任意 函数 . 虽然 这 里 没有 给 定 它们 的 具体 形式 ,只 给 出 了 
普遍 形式 的 解 ,但 它 反映 了 平面 电磁 波 的 一 些 基 本 特性 . 
不 难 发 现 ,对 固定 时 刻 ,E, 在 平面 
t=me*r= const 

上 为 常数 ,这 一 平面 为 波 的 等 相 面 . 对 该 等 相 面 


€=t—¢t/v= const, 


于 是 
di— dt/v = 0, 
即 


= 
"一 到. (2.1.7) 


也 就 是 说 ,等 相 面 传播 的 速度 为 v, 故 称 v 为 相 速度 . 

从 另 一 方面 看 , 当 t 变 为 1 十 At,r 变 为 r 十 Ar, 为 使 不 变 , 需 要 满足 

t—me*r/v=t+At— me (r+Ar)/v, 
由 此 得 
vAt = me* Ar. 

这 时 r 十 Ar 仍 落 在 同一 个 等 相 面 上 . 也 就 是 说 ,等 相 面 在 At 的 时 间 沿 m 方向 移 
动 了 At 王 vAt 二 m，Ar 的 距离 ,这 再 次 得 到 式 (2. 1.7) 的 结果 . 

同样 的 道理 可 以 得 知 ,E, 是 沿 m 的 反方 向 以 相 速 度 v 传播 的 平面 波 . 由 此 
可 知 ,E, 和 E。 虽然 是 任意 函数 ,但 它们 都 是 具有 相 速 度 v 的 平面 波 ,只 是 与 时 
间 的 关系 是 任意 的 . 

由 于 磁场 强度 H 所 满足 的 方程 与 E 所 满足 的 方程 一 样 , 故 同样 可 以 求 得 通 
解 并 具有 形式 


H= Hi (8) + Hi(W) 
= Hi(t—¢/w) + H(t+¢/v), (2.1.8) 
而 且 其 特性 与 E 相同 . 
对 以 上 沿 m 方 向 传播 的 平面 波 ,着 以 F 代表 E 或 ,显然 有 
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YY F=m2.F= Om.F, 


85 85 
VXF—mR Xr- BmXF. 
于 是 由 麦克 斯 韦 方程 得 到 
XE) =--/ 强 ， (2.1.9) 
六 XH =* 望 ， (2.1.10) 
Ea E) =0, (2.1.11) 
Edd H) =0. (2.1.12) 


由 式 (2.1.11) 和 (2. 1. 12) 可 以 推 知 六 E。 一 0, 芒 He=0. 这 说 明 , 电 场 与 磁场 沿 
传播 方向 m 的 分 量 与 ¢ 无 关 . 由 于 m*(mXF) 二 0， 故 由 式 (2. 1.9) 和 (2. 1. 10) 
又 可 推 知 , 屯 E, 一 0, 妨 HH; 一 0. 这 又 说 明 , 电 场 与 磁场 沿 传播 方 向 m 的 分 基 又 与 


时 间 无 关 . 以 上 结果 意味 着 ,电场 和 磁场 沿 传播 方向 m 的 分 量 都 需 等 于 零 , 即 为 
横 波 , 电 场 和 磁场 矢量 都 只 在 波 前 平面 限定 的 方向 上 . 
再 者 ,由 于 f==t 一 &/v, 故 有 


2 
a a 


é"” ot v86 
故 由 式 (2. 1. 10) 得 


2 RE.. 
该 四 x 田 € Be 0， 
亦 即 
&[$mxD+eE]=0 (2.1.13) 


对 上 式 求 积分 ,由 于 EE 和 了 HH 都 是 时 变 场 ,积分 常数 应 取 为 零 ,于 是 有 
VepmX H)+eE =0, 
即 


E 一 一 Emx H). (2.1.14) 
这 说 明 , 在 平面 波 中 EE、H 和 m 组 成 了 矢量 的 右手 正 交 三 元 系 . 此 外 ,电场 和 磁 
场 的 强度 之 比 为 二 , 它 被 称 为 媒质 的 波 阻抗 , 记 做 z, , 即 
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六 fe (2.1.15) 
€ 


如 果 媒 质 是 导电 的 ,其 电导 率 为 o, 则 即使 没有 激发 源 存 在 ,电场 E 也 会 诱 
发 传导 电流 ,这 时 无 源 的 麦克 斯 韦 方程 (1. 1. 2) 成 为 


aE 
VXH=e +oE, 


再 利用 式 (1. 1. 1)? 消 去 互 , 便 得 到 无 源 区 域 导电 均匀 媒质 中 电场 所 满足 的 波动 方 
程 


VIE(r,t) 一 ep 号 Er 光 cr 一 0， (2.1.16) 
由 此 可 知 ,在 导电 媒质 中 沿 m 方向 传播 的 平面 波 应 满足 的 波动 方程 成 为 

Et) BECt,s) —m QED = 0. (2.1.17) 
直接 求 该 方程 的 通 解 比较 困难 ,可 在 频 域 中 求解 . 对 式 (2. 1. 17) ,其 傅 氏 变换 为 
BE) + (wep + iawo) EL,w) = 0. (2.1.18) 

令 姑 一 ozep 十 iupo, 则 频率 为 w 的 单一 谐 波 所 满足 的 方程 为 
ict) + rE,w) = 0, (2.1.19) 

它 的 解 是 熟知 的 ,可 表示 为 

五 (fw) = Ae” + Be™w. (2.1.20) 


令 y=p+ix, 可 解 得 


Bp 一 名 /去 ( i++), (2.1.21) 
“= 名 F(t!). (2.1.22) 


将 7 代入 式 (2. 1. 20), 即 得 


EC¢,w) = AeTster 十 Be (2.1.23) 

观察 所 用 的 传 氏 变换 (1. 1. 23) 可 知 ,每 一 谐 波 与 时 间 的 依赖 关系 为 em， 

由 此 可 断定 , 式 (2.1. 23) 的 第 一 项 代表 沿 m 正方 向 传播 的 时 变 波 ,第 二 项 则 代 

表 沿 m 负 方 向 传播 的 时 变 波 , 它 们 的 振幅 都 沿 着 传播 方向 指数 衰减 , 式 中 a 称 

为 衰减 常数 ,8 称 为 传输 常数 . 该 时 变 波 传播 的 相 速度 v 由 等 相 面 Bt 一 wt 二 const 
决定 ,显然 为 


二 三 


w 
Er (2.1.24) 
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由 8 的 表达 式 (2.1.21) 可 知 ,vw 与 w 有 关 . 也 就 是 说 ,在 导电 媒质 中 电磁 波 的 各 
个 谐 波 分 量 的 相 速度 是 不 同 的 . 这 种 相 速度 与 频率 有 关 的 现象 称 为 色散 . 通常 我 
们 把 介 电 常数 与 频率 有 关 的 介质 称 为 色散 介质 . 由 上 面 的 讨论 可 知 ,即使 介 电 常 
数 与 频率 无 关 , 只 要 是 导电 的 介质 (c 天 0) 就 存在 电磁 波 传播 的 色散 现象 . 


§ 2.2 ”均匀 媒质 中 的 一 维 任意 时 变 电 磁 场 的 边 值 问题 中 


上 面 讨论 了 一 种 与 源 无 关 的 自由 电磁 波 , 它 的 特性 具有 典型 意义 ,通过 对 平 
面 电磁 波 的 分 析 , 可 以 了 解 电磁 波 的 一 些 基本 特性 . 从 本 节 开 始 ,将 讨论 与 源 有 
关 的 电磁 场 问题 . 首先 讨论 最 简单 的 情况 , 即 由 无 限 大 平面 源 所 激发 的 一 维 瞬 变 
电磁 波 . 


2.2.1 无 耗 媒 质 的 情况 


假设 在 一 均匀 无 耗 无 界 空间 中 在 某 一 无 限 大 平面 上 给 定 电 场 或 磁场 随时 间 
的 变化 ,求解 空间 的 电磁 场 ,这 将 构成 电磁 场 的 一 个 边 值 问题 , 所 给 定 的 边 值 将 
成 为 被 解 区 域 场 的 源头 .为 了 表述 方便 ,我 们 只 考虑 电场 (对 磁场 也 一 样 ), 设 在 
直角 坐标 系 的 = 一 0 平面 上 给 定 了 场 的 分 布 , 它 只 有 一 个 分 量 E( 可 以 是 工分 量 
或 y 分量 ) ,并且 有 


= 2E| = 
EQD= f(D), FG), -sD, (2.2.1) 


由 物理 分 析 可 知 ,空间 产生 的 电场 也 只 有 同一 分 量 , 且 仅 是 x 和 + 的 函数 . 
在 z 关 0 的 区 域 ,电场 满足 方程 


i lB a 
BE (YD Es) = 0， (2.2.2) 


其 中 一 霹 ， < 和 / 为 媒质 空间 的 介 电 常 数 和 磁 导 率 , 在 频 域 ,该 方程 为 
ep 


BEs,0) +k:E(z,w) = 0， (2.2.3) 
其 中 二 w/v. 该 方程 的 解 具有 如 下 的 形式 
Ez,w) = A(o)eke + Blw)ew. (2. 2.4) 


经 逆 变 换 , 即 可 得 到 
ECs) 一直 | [aoee 十 Boee]ewdw (2.2.5) 
假定 以 上 积分 是 均匀 收敛 的 ,从 而 可 把 微分 与 积分 的 顺序 调换 ,于 是 有 
BEcc,D 一 去 二 | oA —Blew]evdo. (2.2.6) 
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把 条 件 (2. 2. 1) 应 用 到 式 (2. 2. 5) 和 (2. 2. 6) 上 ,得 到 


趟 | 帮 [A(o) + Bl) Je™do = f(0), (2.2.7) 
去 。 2 w[ACw) — Blw) Je™ dw = g(t). (2.2.8) 
依 傅 氏 变换 及 其 道 变换 的 关系 ,由 上 两 式 便 可 得 到 
A + Bo) =| Foerdt， (2.2.9) 
ia [A 一 BC = 人 ecoede (2.2.10) 
由 此 解 得 
Alw) = | [rop -Bs Jea, (2.2.11) 
B(w) = 3 [re + Jewar. (2.2.12) 
把 它们 代 回 到 式 (2. 2. 5) , 便 有 
ECz,t) =- 去 {fe + eo Jdr) do 
一 下 | (人 gres eeerar)do, (2.2.13) 
-mlm w 
上 式 等 号 右 侧 的 第 一 项 通过 健 里 叶 正 逆 变 换 , 即 可 得 到 其 结果 为 
1 1 本 
到 1(: 一 过) 至 了 (+ 过 )， 
对 第 二 项 的 指数 用 三 角 函 数 表示 并 交换 积分 顺序 ,得 到 
ECc,D = 于 [7(e 一 三) +A 人 (t+ 三)] 
+ 妇 | EC [三 sin ew Jar. (2.2.14) 
上 式 中 对 w 的 积分 部 分 可 以 展开 为 
三 sin 全 人 曙 wo sin 全 zcosw (Cr 一 四 一 人 
十 i sin Szsinw (r—D) 全 
上 式 右 侧 第 二 项 的 被 积 函 数 为 奇 函 数 , 其 结果 为 零 ,而 第 一 项 又 可 写 做 
[ sin zcosw (r—t) 全 一 [su 人 cr+ 外 一 sino 人 = 让] 全. 


(2. 2. 15) 
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考虑 到 
玛 ， a>0, 
[ ainezdz 一 0， a=0, 
一 至， a<=0,， 


则 每 当 二 一 和 5 的 值 为 同 号 时 , 式 (2. 2. 15) 就 会 等 于 零 ;而 当 


rz 一 全 芯 和 z 一 上 十 过 时 ,出 现 符号 改变 ;只 有 在 区 间 :一 过 <r<t 十 友之 内 ， 
式 (2. 2. 15) 的 积分 才 为 非 零 而 等 于 x. 综合 以 上 结果 ,最 后 得 到 


Ec<,9 = 下 [7 一 二 ) +T(G+ 三 )] + 号 [ ear (2.2.16) 


令 h(é) 一 一 -| g(t)dr, 
则 有 of gar = 一 h(t 十 社 )， 


中 ecod = 中 codc= AL 一 三)， 
于 是 ,E(z,t) 又 可 表示 成 
Be = 让 t+ 二 ] 
+ 去 [4(: 一 主 ) 一 h(t 十 志 )1: (2.2.17) 


由 这 一 结果 可 以 看 出 ,以 边界 条 件 为 源 所 产生 的 波 沿 = 轴 两 个 相反 的 方向 
传输 ,它们 由 两 部 分 组 成 : 一 个 由 f(z) 函数 直接 决定 ;另外 一 部 分 由 g(t) 决 定 
并 与 前 者 倒 加 ,而 且 在 z=0 处 消失 . 

电场 求 出 之 后 ,可 通过 麦克 斯 韦 方程 求 出 相应 的 磁场 . 


2.2.2 导电 媒质 的 情况 


讨论 与 前 面相 同 的 问题 ,差别 仅 是 "天 0. 在 这 种 情况 下 E(z,) 所 满足 的 方 
程 与 式 (2. 1. 17) 类 似 ,是 其 分 量 的 形式 


Ed a’ a 
BE SE) — po FE(z') = 0. (2.2. 18) 
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为 了 书写 方便 ,引进 两 个 常数 


而 使 方程 (2. 2. 18) 成 为 
E(t) — EEGs, —252E(z,0 = 0. 
把 它 变换 到 频 域 , 便 得 到 
a Fr,w) + Es,w) + i2bwE(z,w) 一 0， 
整理 后 ,可 得 
ECs, + hk Es) =0, 
其 中 ==Vwrey 十 iwpo, 它 的 解 为 


ECz,w) = A(w)ek + Blw)ew. 
通过 逆 变 换 , 又 可 得 到 


E(z,t) 一 去 | [Al(w)e* +B(we™]e™dw, 


Ee ) 一 去 iE[Al(w)e* — Bl(w)e * Je™ dw. 


代入 边界 条 件 (2. 2. 1), 则 得 
GD) = 去 [ [A(w) + BC) Je dw, 


g(t) = 趟 | ig[ACw) — Bw) je dw. 


这 相当 于 
Alw) + B(w) = 出 fe dt, 
达 [A(o) — B(w)] = 「 g(t)ew dz. 
再 由 此 解 得 
Alw) = 了 六 六 [ro 一 ke ]e edt, 
BCw) = | ~ [ro +e] credit 


把 这 一 结果 代 回 到 式 (2. 2. 23) 中 ,可 得 


(2.2.19) 


(2. 2. 20) 


(2. 2. 21) 


(2. 2. 22) 


〈2. 2. 23) 


〈2. 2. 24) 


〈2. 2. 25) 


(2. 2.26) 
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EC) = 二 | /Le +e Je drdo 
十 去 | 三 [ew 一 ej drdw 
= 去 | ro 人 coshse drdo 
+ 让 | eo Ee dr do (2. 2. 27) 
与 无 耗 问题 不 同 的 是 ,现在 的 是 复数 ,这 增加 了 问题 的 复杂 性 . 这 里 的 关 
键 是 对 函数 sinkz/& 的 处 理 . 引入 盖 根 鲍 尔 (Gegenbauer) 积 分 
sinu ~ 1 填 Jo (usingsing) esing dO, (2. 2. 28) 
其 中 J 入 
作 变 量 蔡 换 
u= vV(pTHA DH, 
其 中 4 和 为 实 或 复 常数 . 令 
ucos$ 一 z(z+ 二 <)， cosg 一 全， 
vv 


则 有 


using 一 io 4 sing =1— (8) ，singd = 和 
2 也 v 


把 这 些 参数 代入 式 (2. 2. 28) , 即 可 得 到 
sin[v /BFP FL] 3 1 (FAYE) ) dp, 


V ( 户 十 A)( 力 十 A) 
(2.2.29) 
对 以 下 特殊 情况 
z 一 过 ， P=w, A=i2b, y=0, 
上 式 成 为 
,2 /ri 
a asin| a Ti | 
Gg: VOT Tia 
ws 
字 宛 (EV —ap ) ew -dp (2. 2. 30) 
Na 


若 用 Es 表示 式 (2. 2. 27) 右 侧 的 第 二 部 分 ,并 把 上 式 代 入 , 即 得 
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已 = 人 2。 [a soe 
js (Ever 本 Jesus] 
-2 ce[ 去 (过 人 VPR)| ee Paw |dp 
=$/ eg,( LV Ta) dp 


=$| ep (LV a en dp (2.2.31) 


若 把 式 (2. 2. 27) 右 侧 的 第 一 部 分 用 E, 表示 ,并 注意 到 
oote 一 忌 (RE)， 

即 可 知 , 只 要 在 已 中 把 g(B) 换 成 F(8) 再 对 = 求 偏 微 商 即 可 得 已 ;. 由 于 E, 的 积 
分 限 也 是 z 的 函数 ， 入 要 应用 忆 P 水 守 关 系 

Ee ? oF ars _ ar 

也 Fd = EF Fn 到 
最 后 总 起 来 ,有 

Elz,t) =E, + E, 


E> 二 ee 人 (十 二) 十 ef 一 三 ) 


3 + 人 ee 三 fer (EV 一 CC 一 历 ?]dp 


+See| ‘(Bel (LVF —ait—p’)dp. (2.2.32) 


这 一 结果 显示 ,媒质 的 导电 性 对 电磁 波 的 影响 不 仅仅 是 训 减 就 所 研究 的 实 
际 问 题 而 言 ,在 > 一 0 平面 上 , 式 (2. 2. 32) 等 号 右 侧 后 两 个 积分 项 的 积分 限 相等 ， 
使 得 这 两 个 积分 项 均 为 零 ,只 存在 由 初始 源 f(z) 决 定 的 向 相反 方向 传输 的 两 个 
波 , 它 们 的 振幅 为 初始 值 的 一 半 , 都 以 速度 a 传播 ,该 速度 与 频率 和 导电 率 无 关 ， 
两 个 波 的 振幅 都 按 指数 规律 在 传播 方向 上 衰减 . 但 是 ,在 离开 z=0 以 后 ,两 个 积 
分 项 开始 起 作用 ,它们 使 初始 函数 的 形状 在 传播 过 程 中 不 断 改 变 , 从 而 使 波 的 传 
播 出 现 复杂 的 情况 . 


§ 2. 3 ”均匀 无 耗 媒质 中 点 源 的 场 一 一 时 域 格林 函数 中 


二 维和 三 维 空间 中 的 点 源 冲 激 脉冲 在 空间 所 产生 的 场 是 一 种 典型 的 电磁 场 
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问题 ,其 解 就 是 时 域 格林 函数 . 这 里 将 重点 介绍 一 种 求解 这 类 问题 的 方法 , 称 为 
卡 尼 亚 尔 - 德 胡 普 (Cagniard-De Hoop) 法 , 它 对 非 色散 媒质 是 很 有 效 的 . 


2.3.1 线 源 问题 一 一 二 维 时 域 格林 函数 


考虑 均匀 无 耗 无 界 媒质 空间 中 一 无 限 长 线 电 流 源 ,把 它 沿 直角 坐标 系 的 
< 轴 放 置 ,位 于 z 一 0,y 一 0 处 . 该 源 所 产生 的 电场 只 有 = 向 分 量 ,用 g 来 表示 . 
一 冲 激 脉冲 所 产生 的 场 ,满足 下 列 波 动 方程 
(六 + 六 一 点 六 )ezy 0D86W86D， (2.3.D 
其 中 允 一 1/eu，e，A 为 媒质 的 介 电 常数 和 磁 导 率 . 
对 上 式 施行 傅 里 叶 变 换 , 并 考虑 到 8(1) 的 傅 里 叶 变 换 为 1, 从 而 得 到 
ao 
(zr 
其 中 外 一 对 十 好 一 ww/ 坟 . 为 了 再 隐 去 一 个 变量 ,再 进行 一 次 如 下 的 变换 


zyvo) = 到 | Elk ry) er dk,, 
于 ) 


十 就 十 如)8Czovo) = 一 5(z)8(y)， (2. 3.2) 


5(z) = 站 rd, 
则 式 (2. 3. 2) 成 为 


(ER 2 = 一 6) (2.3.3) 
该 方程 已 经 很 容易 求解 ,在 |y| 关 0 时 它 的 解 为 es. 若 只 取 外 行 波 , 则 根据 所 
采用 的 傅 里 叶 变 换 , 得 知 

Blk ,yw) = Aew ll, (2.3.4) 
其 中 已 一 外 一 避 . 为 了 确定 系数 A, 把 式 (2.3.4) 代 人 式 (2. 3. 3) ,匹配 y=0 点 的 
奇异 性 ,结果 是 


Bk) = Se. (2.3.5) 
再 对 求 其 反 变换 ,可 得 
三 六 Csi (2.3.6) 
BT,Y, ro 不 zs :六 


但 是 ,这 一 结果 尚 存在 问题 . 由 于 心 一 / 愿 一 层 , 故 心 在 k, 二 土 上 处 为 零 ,使 
上 式 中 被 积 函数 存在 奇异 性 , 且 该 奇异 性 正 处 于 积分 路 径 上 ,使 得 该 积分 是 不 
确定 的 . 为 了 克服 这 一 困难 ,可 假定 媒质 有 一 小 的 损耗 ,使 成 为 复数 并 使 其 
虚 部 为 正 , 以 便 使 解 对 应 的 是 外 行 衰减 波 . 在 此 假定 下 ,奇异 性 发 生 的 位 置 已 
离开 实 轴 , 积 分 (2. 3. 6) 也 就 确定 了 . 另 一 种 解决 问题 的 方法 是 让 积分 路 径 有 
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所 偏 移 ,以便 绕 开 奇 异性 出 现 的 位 置 ,在 A 的 负 实 轴 部 分 积分 沿 其 上 沿 进行 ， 
在 过 了 零点 后 转 到 实 轴 的 下 沿 , 这 一 路 径 称 为 索 末 菲 CSommerfeld) 积分 路 径 ， 
简 记 做 SIP. 
式 (2. 3.6) 是 二 维 格林 函数 的 谱 域 表示 ,或 称 做 频 域 格林 函数 . 为 了 求 得 时 
域 格林 函数 ,可 采用 卡 尼 亚 尔 - 德 胡 普 方法 . 令 
k: 一 usr， 一 wso， 即 y = 1/v, 


则 式 (2. 3. 6) 成 为 


| CE) 
ECzyva) = 二 |_ 一 (2.3.7) 
作 变 换 
t= sr+ (8 —s)t|y|, (2.3.8) 
使 式 (2. 3. 7) 变 成 
= 让 -( 竹 有 有) (2. 3.9) 


该 式 看 上 去 酷似 傅 里 叶 变 换 , 唯 一 的 差别 是 积分 路 径 , 现 在 的 C 是 实 s, 轴 
在 复 t 平 面 上 通过 变换 式 (2. 3. 8) 的 映像 . 如 果 能 把 该 映像 变 为 上 平面 上 的 实 
轴 , 则 式 (2. 3.9) 中 括号 内 的 部 分 就 可 与 g 直接 联系 起 来 . 

把 s: 从 式 (2. 3. 8) 中 解 出 ,并 令 

P=r+y, cosp=z/p, sing= y/p, 
则 可 得 


1 
3 2_ tt. 
pe 士 < 
下 2 cosgp (3 PF ) sing. (2. 3. 10) 


由 此 可 知 ,对 于 每 一 上 值 对 应 两 个 s* 值 ,只 有 在 t=sop 时 ,s, 二 socosg 一 个 值 ;而 
t 一 0 时 ,sz 一 士 xsinpit 一 sz 时 ,sz 取 值 s。 和 socos2g. 这 几 个 典型 的 点 分 别 用 
B,O 和 A 表示 ,两 个 平面 上 的 对 应 关系 由 图 2-1 给 出 . 到 现在 为 止 可 以 看 出 ,在 
t 二 0~sop 这 一 段 , 所 对 应 的 s* 都 是 实 值 . 在 上 一 sp 以 前 都 是 对 应 两 个 ;,, 而 在 
zt 一 sp 点 只 对 应 一 个 .那么 在 上 >wp 以 后 会 怎么 样 呢 ? 由 式 (2. 3. 10) 可 以 看 出 ， 
这 时 * 将 为 一 对 复 值 .下面 考察 这 一 对 复 值 的 分 布 . 令 “一 兰 十 这 , 则 显然 有 

p [3 

sz 一 os 

PE i 
又 可 写 做 

/2 
Se et = (2.3.11) 


这 是 一 个 双 曲 线 方程 ,该 方程 所 表示 的 曲线 如 图 2-1 所 示 . 
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hImls,] 


> Rels,] 


图 2-1 复 s: 与 1 平面 上 的 积分 路 径 及 对 应 关系 


由 关 与 上 的 关系 可 知 ,方程 (2. 3. 10) 中 取 正 号 由 P。 表示 , 取 负 号 由 P, 表 
示 . 这 就 说 明 , 当 上 >%p 以 后 又 分 为 两 支 , 随 着 上 的 增加 ,一 支 沿 P, 上 升 ,一 
支 沿 已 下 降 . 
式 (2. 3. 7) 是 沿 索 末 非 积分 路 径 进 行 的 ,由 于 被 积 画 数 只 在 s, =s。 点 有 奇 
异性 , 则 根据 柯 西 定理 可 变形 到 P. 十 P, 上 . 于 是 积分 (2. 3. 7) 成 为 
Ls i VAD) 
© rm Va 
其 中 P, 和 P, 的 行走 方向 如 图 2-1 所 示 . 再 把 上 述 积分 对 应 到 : 平面 上 ,并 考虑 
t+ 与 se 的 对 应 关系 (2. 3. 10) , 则 由 式 (2. 3. 12) 和 (2. 3. 9) 可 得 


ds:， (2. 3. 12) 


2 1 ds- 1 mt 
8 二 六 [全 二) (县 a dt, (2.3.13) 
其 中 4 和 分 别 表示 P, 和 P。 上 积分 的 映像 
进而 ,由 式 (2. 3. 10) 可 以 解 得 


(ss tsi A 
号 一 ing 干 i( 字 吕 )cosp， (2. 3. 14) 


0 一 se 
dt VP 
由 于 在 上 两 式 中 取 正 或 负 号 分 别 代表 了 P. 或 P,, 故 可 看 出 满足 如 下 关系 


(2. 3. 15) 
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ae, 修 ) - (各) 

其 中 符号 * ”表示 取 巷 . 于 是 式 (2. 3. 13) 可 以 写成 
1 /ds 1 

glpw) 一 一 其 下 ( 密 J 

如 果 把 该 式 看 做 一 傅 里 叶 变 换 , 被 积 函数 必须 在 :<sop 时 为 零 ,于 是 得 到 
ds 1 

有 (pyt) 一 一 去 m( 宇 万 

其 中 为 单位 阶 路 函数 . 
再 应 用 式 (2. 3.15) ,可 把 式 (2. 3. 17) 变 成 
EN EE 

gp) = Te ee op). (2.3.18) 

该 式 可 称 为 二 维 格林 函数 ,由 线 源 单位 冲 激 脉冲 [由 wu (z) 函数 表示 ] 所 激发 

的 场 ,其 波 头 从 :一 p/ 时 刻 开 始 出 现 , 亦 即 波 头 以 速度 " 向 前 传播 . 虽然 源 仅 作 

用 于 二 0 的 一 个 短暂 时 刻 ,但 对 于 空间 上 的 任意 观察 点 ,即使 波 头 过 后 场 也 不 

会 立即 消失 ,而 是 有 一 个 无 限 长 的 拖 尾 . 这 是 因为 各 观察 点 会 连续 地 接收 到 由 近 
至 远 的 线 源 上 各 点 发 送出 的 信号 ,由 于 线 源 无 限 长 , 便 有 无 限 远 发 来 的 信号 . 


2.3.2 点 源 问题 一 一 三 维 时 域 格林 函数 


现在 考虑 均匀 无 耗 媒 质 三 维 空间 中 一 个 点 源 冲 激 脉冲 的 作用 ,该 问题 的 解 
为 三 维 时 域 格林 函数 . 若 该 问题 的 场 仍 用 g 表示 , 则 它 满足 的 方程 为 
全 2 十 过 一 直线 )aCzsy, et) = 一 8Cz)8Cy)8(z)8(0)， 


) edt. (2.3.16) 


) vc 一 sp)， (2.3.17) 
, 


(2. 3. 19) 
在 频 域 满足 的 方程 则 为 


pe 
( 素 十 六 十 六 十 刀 )8(rvyzvo) 一 一 8(z)8(0?)8(z)，(2.3. 20) 
其 中 已 一 wew. 对 上 式 再 考虑 施 以 如 下 形式 的 变换 


2 1 [fff tilts 
(zyyzyw) 一 Ke | fa shee yi dk, dk, dk. » 


(2. 3.21) 
即 可 把 式 (2. 3. 20) 变 成 
(C—O—k+k Ek,k, ,kw) =— 1, 
于 是 得 到 
oo) = (2.3.22) 


素 一 在 一 在 二 友 
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把 这 一 结果 代 回 到 式 (2. 3. 21), 便 有 
zyzo) = 上 十 迪生 ut (2.3.23) 

但 是 ,这 个 积分 并 不 是 完全 确定 的 . 以 对 &. 的 积分 为 例 ,由 于 被 积 函数 在 
k. 二 士 V 如 一 如 一 局 有 两 个 极点 ,对 无 耗 媒质 ,这 些 极点 位 于 实 轴 上 ,使 得 积分 不 
确定 . 和 二 维 情况 一 样 , 若 在 媒质 中 引入 很 小 的 损耗 ,使 k==k' 十 认为 复数 , 则 极 
点 就 稍微 偏离 实 轴 ,从 而 使 积分 就 确定 了 . 

继续 考察 积分 (2. 3. 23) 可 知 , 对 zx 之 0,Im(k-)-> 十 ceo, 被 积 函数 指数 规律 误 
减 , 按 约 当 引 理 , 在 上 半 平 面 无 限 大 半圆 路 径 C 上 对 &. 的 积分 将 消失 . 因此 ,可 
以 把 C 与 实 轴 组 成 一 闭合 回路 . 由 柯 西 定理 可 知 , 式 (2. 3. 23) 对 A. 的 积分 等 于 
被 积 画 数 在 上 半 平 面 极点 天 一 如 一 引 六 处 贸 数 的 2xi 倍 . 由 于 


Res 人 下 TE A 


= (k.—=k) 


故 有 


rth y+ 


dkdk,, z>0. (2.3.24) 


有 (zyyzyw) = Zr rj): 

对 z<0, 可 考虑 下 半 平 面 的 情形 ， 二 综合 起 来 , 便 得 到 适合 所 有 
z 的 积分 形式 

BO oe za | dh dh,, (2. 3. 25) 


其 中 二 (一 尼 一 至 ， 
为 了 求 得 的 逆 变 换 , 仍 采用 卡 尼 亚 尔 - 德 胡 普 方法 . 首先 进行 一 次 坐标 旋 
转 , 让 观察 点 (z,y) 处 于 新 坐标 系 (z ,y ) 的 zx' 轴 上 ,如 图 2-2 所 示 . 
ypB. » 六 
Co) 


O 
图 2-2 坐标 旋转 变换 


k, = Bcosg — p,sing, 
k, = Bsing+ B,cosg, (2. 3. 26) 
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则 可 把 式 (2. 3. 25) 表 示 成 


i FT emptigls 
Boe = | dp.dp,， (2.3.27) 


其 中 及 一 (外 一 民 一 大 六 .不 难 发 现 ,上 式 中 对 的 积分 与 式 (2. 3. 6) 所 表示 的 
关于 线 源 问题 的 积分 类 似 . 于 是 令 so 二 1/v, 并 且 


及 一 asz， 久 一 os， 


则 式 (2. 3. 27) 变 成 
a 
i | a 下 (2. 3. 28) 


其 中 5. 二 (中 一 吕 一 纪 ) 了 .考察 该 式 对 s, 的 积分 ,可 以 发 现 被 积 函数 满足 约 当 
(Jordan) 引 理 的 条 件 , 故 可 在 无 穷 远 补充 积分 路 径 而 把 s, 平面 的 实 轴 与 虚 轴 构 
成 同一 个 闭合 回路 的 一 部 分 . 再 利用 柯 西 定理 ,可 把 对 沿 实 轴 的 积分 变 为 沿 虚 轴 
的 积分 ;然后 再 作 变 量 替换 ,二 一 ig, 又 把 对 s, 沿 虚 轴 的 积分 变 为 对 9 沿 实 轴 的 
积分 ,从 而 可 得 到 以 下 的 结果 


fr ew, ts lsl) 

BCpszsw) -六 |: dg (2. 3. 29) 
其 中 汪 一 ( 吕 十 至 一 号 六 .到 此 可 以 发 现 ,上 式 与 二 维 情况 下 的 式 (2. 3. 7) 在 形式 
上 类 似 , 故 也 可 以 按 类 似 的 方法 处 理 . 令 

t= sp+(+g —s)t|z|, 

由 此 解 得 

5 王 二 cosp 圭 (3 十 @ 一 气 ) sing， 

ds i (+g st) ee 

[ee—(s+g ry 
其 中 和 


Ero) 一 一 了 dd (2. 3. 30) 
EN a | + 一 = Fa 


下 面 需要 调换 上 式 的 积分 顺序 . 为 此 先 要 了 解 对 上 的 积分 范围 , 对 上 的 积分 
起 点 是 4 的 函数 :一 (号 十 @)tr, 在 :一 9 平面 上 该 起 点 的 轨迹 满足 方程 


关 “和 
由 此 可 知 ,t 的 起 点 轨迹 是 一 条 双 曲 线 , 其 最 低 点 为 wr. 调换 积分 次 序 后 ,为 了 保 
证 积分 区 域 不 变 , 对 于 每 一 固定 的 上 值 , 对 g 的 积分 要 从 双 曲 线 的 一 支 到 另 一 
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支 ,其 值 为 4 一 十 (分 一 号 )】 ,于 是 得 到 


(2.3.31) 


考虑 到 | 二 志 47 一 ,由 上 式 可 得 到 
C7sw) 一 一 关 [ ea (2.3.32) 
上 式 又 可 以 写 做 
一 于 一 aeredt 


根据 傅 里 叶 变 换 的 性 质 , 由 此 可 立即 得 到 
ult— sor)’ _ Olt—r/v) 
dnr dxr “ 


grt) = (2. 3. 33) 


这 是 个 以 速度 " 向 外 传播 的 球面 冲 激 波 . 与 线 源 情况 不 同 的 是 ,这 里 不 存在 
无 限 长 的 拖 尾 . 

以 上 分 析 中 所 用 的 卡 尼 亚 尔 - 德 胡 普 方法 并 不 是 解决 该 类 问题 最 简单 的 方 
法 . 例如 对 点 源 问题 就 可 以 直接 从 其 频 域 格林 函数 名 (r,w) 一 ee /4rr 求 逆 变 换 
而 得 到 时 域 解 ,或 利用 式 (1. 4. 13) 直 接 得 到 所 需 的 结果 .但 是 ,了 解 这 一 方法 还 
是 有 必要 的 , 它 可 以 开阔 我 们 的 思路 ,从 中 学 到 解决 问题 的 一 些 技巧 ,也 为 解决 
更 复杂 的 问题 作 一 定 的 准备 . 


§ 2.4 均匀 导电 媒质 中 点 源 的 场 中 


由 前 面 的 讨论 已 经 知道 , 当 媒 质 具 有 导电 性 时 ,在 其 中 电磁 波 的 传播 规律 与 
在 无 耗 媒质 中 有 明显 的 差别 . 这 种 差别 的 造成 除了 损耗 以 外 ,就 是 会 引起 色散 . 
现在 讨论 线 源 (属于 二 维 点 源 ) 和 点 源 的 冲 激 作用 在 导电 媒质 中 的 响应 ,其 结果 
与 无 耗 媒 质 中 肯定 会 有 很 大 不 同 . 


2.4.1 线 源 问题 的 时 域 场 解 


在 导电 媒质 中 ,由 于 c 尖 0 而 引起 的 传导 电流 为 J. 二 soE. 如 果 另 有 外 源 电流 
小 存在 , 则 麦克 斯 韦 方程 (1. 1. 2) 中 的 了 =J. 十 J,, 这 时 的 两 个 旋 度 方程 成 为 


VXECr,) =—p2Hr,), 
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VX HCO,D) = DECr,t) +oB (7D) + Tmt). (2.4.1) 


对 于 无 限 长 电流 源 , 若 把 源 置 于 与 直角 坐标 系 的 = 轴 重 合 , 则 电场 只 有 E。 
分 量 , 它 所 满足 的 方程 为 


VXzE,(r,y,t) =—p OH, zy) ， 


VXH(z,yt) = 2 (eBE.(z,y,t) +oEe(zy,t) +J,), (2.4.2) 


其 中 Y ,和 有 ,的 下 标 : 表示 横向 分 量 ,9, 一 各 十 3 如. 从 上 两 式 中 消去 卫 ,, 便 


可 得 到 E. 所 满足 的 方程 
18 


VIE.(z1y,) — BOE. (ryt) — po BE.Cz,y) = 


1 aJ, 
ar EN 


(2.4.3) 
1 Oe 
其 中 v 一 让 5 二 六 
现在 假定 J, 随时 间 的 变化 为 602) ,强度 为 一 1. 若 把 这 种 源 的 空间 响应 记 做 
8#， 则 g 所 满足 的 方程 可 写成 


Vig(r,y,t)— 1 
v 


L gly = 去 Og Cz1y1t) = 一 5Cz)8C)8(00)， 
(2.4.4) 
其 中 t==e/o. 为 了 对 该 方程 进行 简化 , 作 变 换 g(x,y,t) 二 e #8(z,y,t) ,可 把 方 
程 (2.4. 4) 变 成 
1 


, 
(V 汪 计生 + )8(z'y1t) =— (TBW60). (2.4.5) 


v dwr 
在 得 到 上 式 时 ,用 到 e#8(t) 二 (e 世 ),.o6(t) 二 8(1). 再 令 z==ivt, = 大 地 , 则 又 
可 得 到 
(CE (2.4.6) 
这 是 一 个 交 姆 霍 兹 型 的 方程 , 它 所 对 应 的 齐 次 方程 的 解 是 众所周知 的 . 若 令 > 一 


《zz 十 六 十 z?)==( 一 如) 二 , 则 齐 次 方程 的 解 可 以 写 做 
Ezyt)= (Ae w+ Bew)/r 


= [ae + Be NP ve. (2.4.7) 


它们 实际 上 是 时 域 方 程 的 解 , 而 这 种 解 必须 是 实数 , 故 上 式 的 实 部 和 虚 部 都 是 时 
域 方程 的 解 . 若 取 上 式 的 虚 部 ,并 为 满足 因果 关系 在 vi<p 时 令 其 等 于 零 , 便 可 
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得 到 A 二 B 且 应 为 纯 实 数 . 至 此 ,可 得 方程 (2.4. 5) 实 数 解 如 下 : 


0， vi<p, 
到 (p,D) = cosh (元 - poh ) 
2A 和 vi>p. 
\ VTE 
或 写 做 
ook (二 Var) 
Bo, 一 2hu(ot 一 p) 一 一 (2.4.8) 


[RE 
到 此 为 止 ,还 有 系数 A 尚 待 确定 . 为 此 考虑 + 一 oo 的 特殊 情况 ,这 时 式 
(2.4. 8) 成 为 


B(p1t) = EY, (2.4.9) 
vt -Pp 
方程 (2. 4. 5) 在 极 坐 标 系 中 变 成 下 面 的 形式 
[多 (e 驴 )- 点 要 ]zo,o = 一 es. (2.4.10) 


把 式 (2.4. 9) 代 人 式 (2. 4. 10) 并 比较 方程 两 边 的 奇异 性 可 以 确定 A=v/4x. 于 
是 ,最 后 再 把 变 回 到 g , 即 可 得 到 


cosh (到 = VE 一 其 ) 
2rVvt —p 
把 这 一 结果 与 无 耗 情况 的 解 (2. 3. 18) 比 较 , 可 知 nc 天 0 导致 波 的 传输 特性 产 
生 很 大 变化 . 容易 看 出 , 当 ->0 时 , 式 (2.4. 11) 还 原 为 式 (2. 3. 18) ,这 可 作为 解 
的 正确 性 的 一 种 验证 . 
2.4.2 点 源 问 题 的 时 域 场 解 


对 于 三 维 导电 媒质 空间 点 源 的 冲 激 作用 ,可 用 如 下 的 波动 方程 描述 


BT1Y1t) 一 vul(vt — pe (2.4.11) 


: 
(一 十 紊 - 起)e (ey) 一 一 6(z)6(?)8(z)8(D)，(2.4. 12) 
其 中 r=e/o. 再 令 
BE(Czyyyzyt) = EHB(Ty yz), 
可 得 到 
a 
(CM 7 BTs ysz1t) 一 一 6Cz)8(?)8(z)6(D)，(2.4. 13) 


为 降低 计算 维度 ,再 进行 下 列 变换 
BCzyyyzytD 一 去 厂 Bz sy ke st esr dk,, (2.4.14) 
No 
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并 利用 关系 
8(z) = 去 | ed， 
便 得 到 方程 
A: sR = 
(™: 总 十 层 ) 人 (zy 如 一 一 5(Cz)8(y)8(0). (2.4.15) 


它 已 相似 于 一 个 二 维 问题 的 方程 ,把 它 与 式 (2. 4. 5) 比较, 可 得 到 相应 齐 次 方程 
的 一 个 特 解 


Me- 和 VE td 
再 把 rr 
E(x,y,z1t)= per ht (全 Je d 
一 pe 况 3 < 一 Se (2.4.17) 


为 了 理解 该 式 中 被 积 函数 的 意义 ,我 们 回 到 式 (2. 3. 2) 的 求解 问题 ,其 解 的 
一 种 形式 已 由 式 (2. 3. 6) 给 出 . 另 一 方面 ,作为 频 域 电 磁场 理论 ,还 经 常 使 用 方程 
(2. 3.2) 的 另 一 个 解 中 , 即 


CD 


Bp'w) = LH!" Cp), (2.4.18) 


其 中 Hy 为 零 阶 第 一 类 汉 克 尔 (Hankel) 函数 . 根据 方程 解 的 唯一 性 ,这 两 个 解 
必须 相等 ,于 是 可 得 到 一 个 恒等式 


Hep = + 2 二 dk (2.4.19) 
把 该 恒等式 用 于 式 (2. 4. 17) ,可 得 到 
A D/L 
B(x,y2) 一 一 下 (ze vt ) (2.4.20) 


由 微分 方程 理论 可 知 ,方程 (2. 4. 13) 的 齐 次 解 应 该 由 两 个 独立 解 线性 组 合 而 
成 . 而 上 面 求解 过 程 显 示 , 式 (2. 4. 20) 仅 是 方程 (2. 4. 13) 的 齐 次 解 之 一 . 由 柱 函 数 
的 性 质 可 以 判断 , 另 一 个 线性 独立 的 齐 次 解 可 将 式 (2.4. 20) 中 的 汉 克 尔 (Han- 
kel) 函数 由 贝 塞 尔 函 数 代替 而 得 到 . 如 此 ,方程 (2. 4. 13) 的 通 解 可 取 如 下 的 形式 


Bz yt) 十 名 [cH? (去 oF)+ Dl (Hv we)]. 


(2.4.21) 
和 二 维 情况 一 样 ,由 于 式 (2. 4. 13) 是 时 域 方程 ,其 解 应 该 为 实数 , 故 式 (2.4.21) 
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的 实 部 和 虚 部 都 应 该 是 式 (2. 4. 13) 的 解 . 取 式 (2.4. 21) 的 虚 部 ,为 满足 因果 律 的 要 求 ， 

令 其 在 w<r 时 为 零 , 由 此 可 得 到 C=0,D 为 纯 实数 .于 是 式 (2.4. 13) 的 实数 解 为 
[0 < 

去 六 1 11 

w avt (Dh (BV ) > 
(A 

其 中 J 为 变型 贝 塞 尔 函 数 . 上 式 又 可 以 写成 


D 加 本 PE 
ECzyyyzyD) 一 有 DL (zw CT ): (2.4. 23) 


为 了 确定 待定 系数 DD, 可 将 上 式 代入 (2. 4. 13) 并 比较 两 边 的 奇异 性 而 得 到 
D 一 让 .这 样 ,方程 (2.4. 12) 的 解 即 为 


B(x,yzt) 一 (2. 4. 22) 


gry = ue — DE ( 址 V7). (2.4.24) 
式 (2.4.11) 和 (2.4. 24) 是 二 维和 三 维 有 耗 空 间 冲 激 点 源 的 响应 ,因此 它们 
相当 于 有 耗 自由 空间 的 时 域 格林 函数 . 


$ 2.5 半空 间 上 方 线 源 的 瞬 态 响应 中 


考虑 由 无 限 大 平面 分 开 的 两 个 半空 间 , 它 们 的 无 耗 媒 质 的 特性 分 别 用 e ,mm 
和 es ,po 表征 ,坐标 选取 如 图 2-3 所 示 . 


区 域 1 enh 2 x 


区 域 2 Eh 
图 2-3 半空 间 上 方 的 线 源 

z 轴 与 区 域 分 界面 平行 ,一 无 限 长 线 电流 源 沿 = 轴 放 置 , 强 度 为 TGtz) ,分 界 
面 在 > 二 一 4 处. 这 样 的 源 所 产生 的 电场 只 有 E., 故 该 源 所 激励 的 电磁 场 对 y 轴 
而 言 属 于 横 电波 ,用 TE 表示 . 现在 求解 该 线 源 所 产生 的 电磁 场 在 区 域 1 中 的 响 
应 ,该 响应 场 为 源 的 辐射 场 与 反射 场 的 天 加 . 区 域 1 中 的 电场 用 已。 表示; 当 不 存 
在 分 界面 而 只 有 si ,mn 媒质 时 , 源 所 产生 的 电场 为 人 射电 场 ,用 巨 .表示 , 源 电流 
密度 为 .一 红 (i)6Cz)6(y). 根据 以 前 的 分 析 , 忆 .所 满足 的 时 域 方程 为 


(B+ en Ey = p HDC), (2.5.9 
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在 频 域 所 对 应 的 方程 便 是 
( 芝 + 挛 十 局) 产 。 (zyyvo) 一 一 iuwai(o)58(z)8(Cy)， (2.5.2) 


其 中 姑 二 w?eipu. 将 方程 (2. 5. 2) 与 方程 (2. 3.2) 相 比 ,可 知 两 式 的 差别 仅 在 电流 
的 强度 上 , 故 方程 (2. 5. 2) 的 解 可 表示 成 (2. 3.6) 的 形式 


疡 .(z,y,o) = 一 lo dh., (2.5.3) 


ky 


其 中 心 一 ( 居 一 已) 圭 . 
由 式 (2.5.3) 可 知 ,人 射 场 巨 . 已 表示 成 平面 波 的 县 加 , 故 在 求 反射 场 时 可 
利用 平面 波 的 反射 规律 . 若 在 区 域 1 中 的 反射 电场 用 斌 表示 , 则 它 可 以 表示 成 


RY 


名 (z,y,w) =— sie ee Errtihy (yt2d) dks» (2.5.4) 
-= Ry 
其 中 RY 表示 TE 波 由 区 域 1 入射 到 区 域 2 的 电场 反射 系数 ,而 且 
RIE — ky — pk 
paky + pbk,” 


其 中 ,二 (k? 一) ,k= 二 wVeipisi=1,2. 
式 (2.5.3) 的 积分 部 分 已 在 前 面 求 出 , 若 令 F(z) 表示 方程 (2. 3. 1) 的 解 


(2. 3. 18) , 则 总 ,可 以 表示 为 
Ei.(z,y,w) = ifo| F(t)e> dw, (2.5.5) 
求 其 反 变 换 , 即 得 
Ei,(z,y,t) =— pn 1) x F(t) 
而 1 
了 CE 一 7 


(一 o/)， (2.5.6) 
其 中 v=1/Veipn. 

为 了 求 ER, 我 们 仍 采 用 卡 尼 亚 尔 - 德 胡 普 方法 ,为 此 令 二 ws ,太一 oa, 则 
5 一 二 =ep, 且 坟 二 (5 一 此 +, 则 式 (2.5.4) 可 表示 成 


Er Cz,y,w) 一 io 六 Renoono]ds, 2.5.7) 


同时 Ri 成 为 


RIE = tai 一 Asy 
2 和 
As 十 as 
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它 已 是 与 频率 无 关 的 量 . 和 无 界 空间 线 源 问题 不 同 的 是 , 式 (2. 5. 7) 中 的 被 积 函 
数 存在 以 下 支点 


sz 一 士 S， sz 一 十 3 ， (2.5.8) 
这 使 得 问题 变 得 更 复杂 . 和 以 前 的 方法 类 似 , 也 作 变 换 
一 sz 十 sw(y 十 2d)， (2.5.9) 
解 出 s; , 则 表示 为 
一 站 osy 二 i( 征 一) sing， (2.5.10) 


其 中 pi 二 [z? 十 (y 十 24)* 玉 为 源 的 镜像 点 到 观察 点 的 距离 ,$1 二 cos"!(z/p1). 经 
分 析 可 知 ,在 s, 复 平面 上 , 式 (2. 5. 10) 代 表 双 曲线 ,如 图 2-4 所 示 . 


> Rels:] 


图 2-4 复 S: 平面 上 的 积分 路 径 


若 so 过 5 ,上 且 mcosg > , 则 积分 路 径 由 SIP 变 到 双 曲 线 上 的 过 程 中 将 跨 过 
支点 %，, 从 而 产生 与 无 界 空间 中 不 同 的 结果 . 这 时 的 P。 和 P, 不 能 只 从 sicosgi 
开始 ,而 是 要 从 ss 开始 . s 点 所 对 应 的 1 为 

t= sz 十 V 可 二 号 (y 十 24) =7, (2.5.11) 
如 此 可 得 到 与 式 (2. 3. 13) 类 似 的 结果 


Bs (zx,y,w) 一 sd [( [( 竺 se Ru 2) -( 坚 Re) eaz. 


a Sy dt so /uJ 
(2. 5. 12) 
根据 同样 的 理由 和 计算 ,与 式 (2. 3. 15) 相 类 比 , 可 得 
直下 
本 (2.5.13) 


由 此 可 以 看 出 , 当 t<spi 或 s-<meosf, 时 , 革 呈 应 为 纯 实数 . 在 这 一 段 上 


5 过 nn，swy 也 取 实 值 .对 5 而 言 ,(ss), 与 (5%), 和 
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上 ,但 它们 是 纯 庶 数 并 互 为 反 号 , 故 Rez 在 s: 的 实 轴 的 上 下 沿 互 为 共 示 .因此 有 


di RE) _ (diRe) 2i TE 2.5.14) 
( 守 sy ) 过 sh ). Gp Tes A 
但 当 :>spy 时 , 工 生 却 为 纯 庶 数 ;此 外 , 因 (sw). 一 (sw) 有 号 < 呈 ，w 为 应 数 ， 
加 
仍 保持 Ri 在 P。 和 PP 上 互 为 共 示 .因此 ， 
ds, RY _ /ds. RE 一 2i TE 
( dt sy ) ( dt sy ). Tee tp (e018) 
由 于 s* 通过 式 (2. 5.10) 与 + 相关 联 ,RE 已 是 :的 函数 , 若 令 
Im[RE]， 
JoD = ut) — ut— sp)] 


Zr (sip; —e)t 
R RE 

组 RelRe) (sp ys (2. 5. 16) 

2r (22 — soe) 


则 式 (2. 5. 12) 可 以 写 做 
Er (z,y,w)= i (| f(Dew:d 


全 


= jw (w) » f(w). (2.5.17) 
根据 傅 里 叶 变换 的 性 质 , 由 此 即 可 得 到 
ER (z,y,t) = 她 1(2 x f(2). (2. 5. 18) 
由 式 (2. 5. 16) 可 以 看 出 ,区 域 1 的 反射 波 由 两 部 分 组 成 ,其 第 一 项 称 为 横 波 或 首 
波 ,第 二 项 称 为 直接 反射 波 . 该 解 是 在 条 件 s, 二 s, 的 条 件 下 获得 的 ,如 果 该 条 件 
不 出 现 , 则 首 波 不 会 出 现 . 这 是 由 于 s, 二 5, ,使 得 波 在 区 域 2 中 比 在 区 域 1 中 传 
播 得 要 快 ,从 而 使 得 沿 交界 面 折 射 路 径 传播 的 首 波 比 直接 反射 波 更 早 到 达观 察 
点 .分 析 式 (2. 5. 16) 的 第 一 项 ,可 知 它 只 在 + 二 sip, 的 情况 下 才 存 在 ;而 当 
t>spj 时 ,只 有 代表 直接 反射 波 的 第 二 项 存在 . 


8 2. 6 半空 间 上 方 偶 极 子 的 瞬 态 响应 上 


偶 极 子 的 辐射 是 电磁 场 理 论 的 基本 问题 之 一 ,前 面 所 讨论 的 点 源 问题 是 解 
决 该 问题 的 基础 . 对 于 半空 间 上 方 偶 极 子 的 瞬 态 场 的 求解 ,也 要 首先 解决 人 射 场 
的 计算 问题 ,全 部 响应 场 的 求解 问题 与 上 一 节 基本 类 似 . 


2.6.1 任意 电流 源 场 的 计算 
在 均匀 无 耗 各 向 同性 媒质 的 无 界 空间 中 , 场 的 矢 势 和 标 势 在 频 域 满足 方程 
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(1, 3.15) 和 (1. 3.16), 矢 势 的 任 一 分 量 和 标 势 的 解 由 方程 (1. 4. 12) 给 出 . 把 矢 势 
的 分 量 谷 加 ,就 可 得 到 解 的 表达 形式 


Alr,w) = 中 Gr Tr dy’, (2.6.1) 
了 

gr,o) = +| Glrsr pr dy’, (2.6.2) 
EJV 


eslrrl 


其 中 Glr,r) 一 让 Tr 二 FT'V 为 源 的 所 在 空间 . 
利用 式 (1. 3. 18) ,可 求 得 电场 
Elr,w)= ioha(ryo) — Vp(r,w) 
= ion| GCrsr Ir ,av — TG pr ay. (2.6.3) 
利用 连续 性 方程 


VY.JCr,o) = iop(ryo)， (2.6.4) 
式 (2.6. 3) 又 可 表示 为 


Er,w) = iop| Glrir Jr ao)dV' 一 艺 [ Glrsr) vv Ir ao)dV'， 
Vv loeJv 
(2.6.5) 

根据 矢量 恒等式 Vy ，(gF) 二 pV 。F 十 严 。Vy, 可 知 

VG rT)] = GOrr) Vo Tr +I,w) VGCr,r’), 
故 有 

[Ger) vj wav’ =| VG r OI so)]dV' 
v 


-| jr sw) VGr,r )dV’. (2.6.6) 
由 高 斯 (Gauss) 定 理 可 知 

| VG r YI,w) Jdy’ = Gr jr, “ndS’ =0, 

3 
再 考虑 到 V4G(r,r') 一 一 VG(ryr'), 则 式 (2.6. 5) 成 为 

Er,w) 一 io GT, w) dV 一 己 | vGCrsr) jr so dV. 
Vv lueJv 
(2.6.7) 

交换 上 式 中 第 二 项 中 微分 与 积分 的 顺序 ,最 后 就 可 得 到 


天 (ro)= iop| [Gr fr, + YG .Joro av 
AAA > k 


= i [7 十 |e, jr ,dy 
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= iwp| er Jr dV’ (2. 6. 8) 
其 中 了 为 单位 并 矢 . 

Err) = [i 十 3 ]cerr)， (2.6.9) 
称 为 并 矢 格林 函数 . 


2.6.2 电 侦 极 子 的 场 


设 均匀 无 耗 媒质 空间 中 有 一 取向 为 e 的 电 偶 极 子 了 一 af (w)L8(r), 其 中 


io) 为 电流 强度 ,! 为 其 长 度 . 该 电流 在 空间 所 产生 的 电场 由 式 (2. 6. 8) 给 出 . 由 
于 了 为 点 源 , 故 电场 可 以 写 做 


rw) = iop( 了 十 了 2 .aioiGcrr). (2.6.10) 
风 k 


如 果 取 r ==0, 则 G(r,r') = 各 ,于 是 
Ar 


2 i 
Br,w) = ix(i+ 划 ) .io 芝 . (2.6.11) 


记 
为 了 求 出 磁场 ,可 利用 关系 

VXECr,w) = ip 应 (ro)， 
由 此 可 得 到 

Br = vx io)! (2.6.12) 


如 果 在 所 选 的 直角 坐标 系 中 2 一 z, 则 由 上 式 可 知 疡 .(r,w) =0. 这 说 明 该 电 
偶 极 子 的 场 对 坐标 = 而 言 属于 横 磁 波 ,用 TM 表示 . 它 的 电场 为 
vv 
B 
写 出 并 矢 算 符 VV 的 分 量 , 然 后 与 之 点 乘 ,可 得 
Pro) = ion[ + 让 (z 且 名 1 3 记忆 + > 号)] io 宇 : 
对 于 TM 波 , 我 们 特别 关注 E. 分 量 . 由 上 式 不 难得 出 


z < br 
Er,w) = wu (T+ ) .于 Co 号 


外 了 2 向 
Br,w) = WT) (pe + 名:) 守 . (2. 6. 13) 


在 此 前 我 们 已 证 明 式 (1. 4. 8) 是 方程 (1. 4. 3) 的 解 ,而 式 (2. 3. 25) 是 方程 
(2. 3.20) 的 解 . 当 r 二 0 时 , 式 (1.4.3) 和 (2. 3. 20) 表 示 的 是 同一 个 方程 ,而 该 方 
程 的 解 是 唯一 的 ,从 而 应 该 有 
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Ct 本 站 ~ Cr 小 (2.6.14) 
和 Tn 


该 式 称 为 外 尔 (Weyl) 恒 等 式 . A k: 和 k, 均 有 
Im(A-) 盖 0,Re(k-) 盖 0. 于 是 ,该 式 相当 于 把 球面 波 展开 为 所 有 方向 平面 波 ( 包 
括 雕 落 波 ) 的 全 加 . 
外 尔 恒等式 也 可 以 变换 为 另 一 种 形式 . 如 果 采 用 如 下 表示 
k, = Yk,cosa 十 敌 ,sina， 
p = 如 cosa 十 加 sina， 
如 图 2-5 所 示 


图 2-5 zx-y 平面 上 的 矢量 k, 和 p 
则 有 
dk:dk, = k,dk,da, 
kr+hk,y = k,°* p= k,pcos(a— 9), 
把 它们 代入 外 尔 恒等式 , 便 得 到 


= 去 | | ke peer pti sl dadh, , (2. 6. 15) 
其 中 名 二 (起 十 姑 ) 主 ,二 (一 尼 ) 主 . 
再 利用 恒等式 
Jp = 去 | en 
。 
便 有 


人 二 
=i| gl, pe dk,, (2. 6. 16) 
ok 


该 式 称 为 索 末 非 恒等式 , 它 把 球面 波 表示 成 柱 面 波 乘 上 = 方向 平面 波及 雕 落 波 
的 登 加 . 

把 索 末 非 恒等式 用 于 式 (2. 6. 13) , 便 可 得 到 电 偶 极 子 电场 的 一 种 积分 表示 
HO 
hnwe 

如 果 把 麦克 斯 韦 方 各 的 各 场 重 均 分 解 为 横向 分 量 与 纵向 分 量 之 和 ,而 厂 世 
的 纵向 分 量 为 零 , 则 可 得 到 


E.Cr,w) =— EJ, pe sidk,. (2.6.17) 
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(rw) = Es x VE.(r,w), (2.6. 18) 
总 


站 


把 式 (2. 6.17) 代 和 人 上 式 , 则 可 得 到 


,rw) = Yt 名 (ks p) ets dk,, (2. 6. 19) 
该 式 又 可 表示 为 
己 EE 这 ( 74 | 
H,(r,w) = 二 | klk, peel dk,. (2. 6. 20) 


2.6.3 半空 间 上 方 竖 直 电 偶 极 子 的 退 态 响应 


现在 考虑 类 似 于 图 2-3 所 示 的 问题 ,但 把 y 轴 换 成 > 轴 , 且 在 z 一 0,y 一 0 
处 放置 取向 = 的 电 侦 极 子 J 二 2I (2)1. 根 据 上 面 的 讨论 可 知 , 该 源 在 区 域 1 中 的 
人 射 场 由 式 (2. 6. 外 放生 必 所 的 总 全 则 为 


_ Tr” 


El(r,w) = re |; 


el, [en + RY ene Jdk,, 


(2. 6.21) 
其 中 
TM -一 Ezkis — erkze 
Re 一 €2kie 十 ElAae 
对 磁场 而 言 ,在 区 域 1 中 的 人 射 场 由 式 (2. 6. 20) 表 示 , 加 上 反射 场 后 在 区 域 
1 中 的 总 响应 场 ,应 为 


(2. 6. 22) 


3 这 (w2Lf 


五 , (row) = ap a 


,ph ple “| + Ri etherd Jdk,. 
(2. 6. 23) 
下 面 考虑 求解 磁场 ,主要 问题 是 求 出 上 式 中 的 积分 . 为 了 方便 ,用 PP 表示 这 
一 部 分 ,即今 


js ~ 这 (o)zf” 大 
Po) = Tie 


Eh pe [1+Ri2 es]dk,. (2.6.24) 
oki: 


为 了 方便 地 应 用 卡 尼 亚 尔 - 德 胡 普 方法 解决 这 一 问题 ,运用 外 尔 恒等式 再 
把 上 式 变 回 到 直角 坐标 系 中 ,可 得 


ai 
一 -下 芝 [et 十 RTenee+r2o]dksdk。 (2.6.25) 


若 把 上 式 的 第 一 项 记 做 Po(w) ,并 与 式 (2. 3. 25) 相 比较 ,再 考虑 式 (2. 3. 33)， 
即 可 得 
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Po(D)= ET) #6 —r/Y) 
三 了 二 wo) (2. 6. 26) 
dr 
其 中 v=1/Veip. 
车 用 Ps(w) 表 示 式 (2. 6. 25) 的 第 二 部 分 ,并 进行 坐标 变换 

k, = Bcosg— B,sing, 

k, = Bsing+ B,cosg, 
则 得 


Pi(w) = ze || ee W(t20 dp, dp,. (2. 6. 27) 
IB, 


其 中 


R™ 一 Sb — aps, 
2 eB: epos 


= (kpR—pB), i= 1,2. 
人 


a | Est ne tad)] 
Bw) = | Rd (2.6. 28) 
此 时 Ri = (ers — eises)/ (ese tes), se = (sO— 5 — Ss = (ey)t, 
1 一 1,2. 和 对 式 (2. 3. 28) 的 处 理 一 样 , 先 把 对 s, 的 积分 变换 到 虚 轴 ,然后 再 令 
5 一 一 i9, 就 得 到 


Fh 
Prt = 上 人 人 下 severeeoadsdg， C2.6.29) 
eg 


其 中 ms 一 (5 十 时 一 总 六 . 作 类 似 的 变换 
一 sp 十 Sue(z 十 2d)， 
则 
ss = 圭 cos91 士 i( 全 一 —g) sinb， 
其 中 =[p? 十 (z 十 2d)?]t ,大 ==sing,. 
在 式 (2. 6. 29) 中 ,被 积 函数 的 支点 为 
5 =+ (t+! =+ta, s =+(s+g)t =+o,. 
如 果 有 ss 过 s1 ,而 oz 又 如 图 2-6 所 示 , 则 和 以 前 一 样 , 当 把 积分 路 径 SIP 变 到 双 
曲线 P 时 ,也 要 跨 过 支点 wz. 当 :一 s 时 ,一 co 二 VS 一 号 (> 十 2d) 一 r, 则 在 上 
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述 变换 下 , 式 (2. 6. 29) 可 写 为 


L。 
) 三 (过 殖 ) -过 驹 )]aus 
(2. 6. 30) 


图 2-6 复 *- 上 的 积分 路 径 


由 与 以 前 的 分 析 中 类 似 的 理由 可 知 ,(ss). 一 (=) ,Css)。 一 (ss)t 又 因 总 有 
中 十 时 一 必 <5， 故 so: 总 为 虚数 ,于 是 (52,), 二 (5.); ,结果 


3 
(到 时 ) - ( 芝 娃 ) 


这 样 , 式 (2. 6.30) 又 可 以 写 做 


Bia) = = Tm ( 笃 嫩 ) edidg. (2.6.31) 
加 


为 了 交换 上 式 的 积分 顺序 , 先 找 出 与 g 的 关系 ,由 t==+ 可 知 


t= (s+g)t + (+2d), 
由 此 解 得 


g 一 十 [6 — sp]t, (2. 6. 32) 
其 中 0=VS 一 总 (z 十 2d). 式 (2. 6. 32) 表 示 一 条 对 t 轴 对 称 的 曲线 ,q 一 0 时 : 值 
最 小 , 故 上 取 值 szo 十 时 ,为 对 上 积分 的 下 限 . 若 令 
加 一 sz 为 十 09j(D) = [6 — stp, 
则 积分 式 (2. 6. 31) 可 表示 为 


Ss Ol 1 mR 
Pw) [让 ol (全 这 )* dgdt. (2.6.33) 


若 令 


CD) 


2 fa in (入 RE 
0 


不 这 jz 加)dg， (2. 6. 34) 
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则 有 
Pow) = 一 办 Co)| fe dt =— i (w) Fw), 
对 上 式 求 健 里 叶 反 变换 ,就 得 到 
Pilt) = To x CD 。 (2. 6. 35) 
到 此 ,可 把 最 后 解 表示 为 
Ii-r/v)_ Ta 
Hr = Fr 革 [ 避 [0 f(D]. (2. 6. 36) 
把 该 式 的 第 一 项 与 式 (2. 3. 33) 所 表示 的 点 源 时 域 格林 函数 比较 可 知 , 它 就 
是 电 偶 极 子 的 辐射 场 , 也 就 是 对 分 界面 的 人 射 场 . 而 由 分 析 过 程 可 知 , 式 
(2. 6. 36) 的 第 二 项 表示 的 是 反射 波 . 以 上 方法 也 可 用 于 分 析 半 空间 上 方 其 他 取 
向 的 偶 极 子 . 
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所 谓 色散 媒质 ,这 里 是 指 介 电 常数 或 磁 导 率 与 频率 有 关 的 媒质 ,时 谐 电 磁 波 
在 这 种 媒质 中 传播 时 的 相 速 度 随 频 率 而 变化 ,从 而 导致 非 时 谐 电 磁 波 在 其 中 传 
播 的 过 程 中 波形 发 生 了 畸变, 出现 复杂 的 传播 过 程 . 因此 适用 于 色散 媒质 的 时 域 麦 
克 斯 韦 方程 变 得 更 加 复杂 ,时 域 解析 解 的 求解 也 变 得 更 加 困难 . 本 章 除 介绍 色散 
媒质 的 基本 特性 外 ,将 根据 索 末 菲 和 布 里 渊 理论 讨论 有 关 电 磁 波 在 色散 媒质 中 
传播 速度 的 概念 . 


$ 3.1 色散 媒质 的 特性 


3.1.1 色散 媒质 


从 上 一 章 的 分 析 中 已 知 ,对 于 时 谐 平 面 电磁 波 可 以 定义 等 相 面 传播 的 速度 ， 
简称 相 速 , 相 速 与 媒质 的 介 电 常 数 s、 磁 导 率 上 和 电导 率 c 有 关 . 若 媒质 是 非 导 电 
的 且 e 和 A 也 不 随 频率 而 变 , 则 相 速度 为 恒定 值 ,与 频率 无 关 . 对 非 时 谐 波 而 言 ， 
它 可 被 视 做 时 谐 波 的 又 加 ,由 于 各 时 谐 波 的 相 速 相同 , 故 能 保持 波形 在 传播 过 程 
中 不 发 生变 化 .但 是 , 若 媒 质 是 导电 的 ,即使 6 和 / 与 频率 无 关 , 时 谐 波 的 相 速 和 
衰减 系数 仍然 是 频率 的 函数 . 对 非 时 谐 波 而 言 ,各 时 谐 波 分 量 之 间 将 在 传播 方向 
上 发 生 相 对 位 移 , 从 而 导致 在 传播 过 程 中 产生 波形 畸变 . 这 种 电磁 波 相 速 随 频率 
而 变化 的 现象 称 做 色散 . 

对 某 些 媒质 而 言 ,即使 导电 率 的 影响 完全 可 以 忽略 ,由 于 其 参数 e 和 jy 是 频 
率 的 函数 ,仍然 具有 色散 特性 . 这 种 媒质 在 电磁 场 理论 中 具有 特殊 意义 ,并 称 之 
为 色散 媒质 . 严格 地 讲 , 所 有 媒质 都 呈现 出 某 种 程度 的 色散 性 质 ,只 是 在 某 些 频 
率 范 围 内 在 某 些 情况 下 可 以 忽略 相 速 随 频率 的 变化 ,而 近似 地 视 做 非 色 散 
媒质 . 

媒质 的 色散 特性 是 由 于 电磁 场 与 媒质 中 的 带电 粒子 的 相互 作用 而 产生 的 . 
在 电磁 波 对 媒质 的 作用 中 ,磁场 的 作用 力 比 电场 的 作用 力 要 小 . 此 外 ,电场 可 以 
直接 改变 媒质 内 的 电 偶 极 矩 , 从 而 直接 诱发 其 中 的 束缚 电流 ,磁场 却 只 能 通过 对 
夏 矩 的 作用 使 磁 矩 的 方向 靠拢 磁场 方向 而 增加 磁化 强度 ,从 而 间接 地 诱发 媒质 
内 的 束缚 电流 ,而 且 由 于 弛 称 时 间 的 影响 又 减弱 了 这 种 效能 . 因此 ,色散 现象 主 
要 是 由 于 电场 的 作用 所 引起 的 , 故 主要 考虑 介 电 常数 随 频率 的 变化 . 
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由 于 色散 现象 的 存在 ,使 得 非 时 谐 电磁 波 在 色散 媒质 中 的 传播 呈现 非 稳定 
状态 . 在 这 种 情况 下 ,针对 稳定 状态 所 定义 的 描述 电磁 波 传播 特性 的 某 些 参量 可 
能 会 变 得 意义 不 清 , 甚 至 毫 无 意义 . 因此 ,正确 地 分 析 认 识 这 种 复杂 的 传播 特性 ， 
不 仅 在 理论 上 ,尤其 在 实际 应 用 中 都 具有 非常 重要 的 意义 . 

就 理论 分 析 而 言 , 由 于 在 频 域 电 磁场 理论 中 频率 被 视 做 一 个 参 变量 ,在 求解 
过 程 中 是 固定 的 ,因此 频 域 解 对 色散 媒质 也 是 成 立 的 . 但 是 ,对 非 时 谐 场 而 言 ,如 
果 要 由 频 域 解 通过 傅 里 叶 逆 变换 求 得 时 域 解析 解 , 则 会 因为 介 电 常 数 必 须 被 视 
做 频率 的 函数 而 变 得 非常 困难 . 另 一 方面 ,适用 于 色散 媒质 的 时 域 麦 克 斯 韦 方程 
将 同时 包含 微分 和 积分 ,从 这 种 方程 出 发 直接 求 其 时 域 解 也 不 是 容易 的 事情 . 


3.1.2 色散 媒质 的 经 典 模型 


为 了 求 得 媒质 的 介 电 常 数 与 频率 的 关系 ,需要 考虑 电磁 波 与 媒质 中 带电 粒 
子 的 相互 作用 . 完整 的 色散 理论 需要 考虑 物质 的 分 子 结构 ,将 分 子 看 成 服从 量子 
力学 规律 的 动力 学 系统 . 然而 ,经 典 的 色散 理论 也 能 给 出 很 有 意义 的 结果 ,在 许 
多 场合 能 给 出 介 电 常数 作为 频率 函数 的 正确 表达 式 . 

为 方便 起 见 ,我 们 假定 媒质 由 相同 的 原子 构成 ,每 个 原子 由 带电 荷 g 的 原子 
核 和 总 电量 为 一 4 的 围绕 原子 核 运 动 的 电子 组 成 . 在 外 部 电磁 场 的 作用 下 ,产生 
电子 的 位 移 ( 由 于 原子 核 比 电子 的 质量 大 许多 ,可 近似 地 认为 原子 核 静止 ) ,使 原 
子 极 化 . 每 个 原子 中 电子 的 这 种 位 移 运动 可 视 做 一 个 线性 简 谐 振子 ,作为 色散 媒 
质 经 典 模型 考虑 的 一 种 动力 学 系统 . 设 振子 的 密度 为 N, 在 求 得 了 振子 在 外 力 
作用 下 的 振幅 之 后 ,就 可 以 求 得 媒质 的 极 化 强度 . 在 求 极 化 强度 时 ,要 把 各 振子 
的 电 偶 极 矩 在 一 个 很 小 却 是 宏观 区 域内 平均 . 设 电磁 波 的 波长 比 这 一 区 域 的 尺 
度 大 得 多 ,可 把 电场 对 振子 的 作用 看 做 是 同 相 的 , 故 把 电场 只 作为 时 间 的 函数 ， 
进一步 简化 ,可 认为 振子 的 振幅 很 小 ,使 得 我 们 可 以 在 电子 的 平均 位 置 上 计算 电 
场 ,并 忽略 外 电场 与 局 部 电场 的 差别 和 磁场 的 影响 . 

除了 受 外 电场 力 的 作用 外 ,振子 还 受 惯性 力 、 阻 尼 力 和 恢复 力 的 作用 . 设 电 
子 的 有 效 质量 为 m, 位 移 用 7 表示 , 则 振子 的 动力 学 方程 可 表示 为 


: 
二 2mp ED i) =— gE (2), (3.1.1) 


其 中 p 为 衰减 因子 ,k 为 恢复 系数 ,E(t) 为 电磁 波 的 电场 . 如 果 电 场 不 是 时 谐 的 ， 
可 对 式 (3.1.1) 进 行 如 式 (1. 1.22) 所 表示 的 傅 里 叶 变 换 , 其 频 域 方程 是 


Fw) 十 i2opF(o) — wi (w) = QECw), (3.1.2) 


其 中 w, 一 (k/m) ,为 振子 的 固有 振荡 频率 . 由 该 式 立刻 可 求 得 在 频率 为 w 时 振 
子 的 位 移 
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— A2ECw) 
一 3.1.3) 
fo) 一 未 i ( 
进而 可 求 得 极 化 强度 
MS) 
P =— Ng (w) = 一 -到 7 = Ke lw) E(w), (3.1.4) 
oz — i2up — ww 
和 介 电 常数 
2 
E(w) 一 1 十 Xe(o) 一 1 十 一 一 -人 了 (3.1.5) 
or 一 i2ap — w 
其 中 a? = Ng?/meo. 


通常 情况 下 ,衰减 系数 p 比 固有 频率 w, 小 很 多 ,因此 对 大 多 数 频率 而 言 
局 ,(w) 近 似 为 实数 . 如 果 忽 略 p 的 影响 则 很 容易 看 出 : 当 w<o, 时 ,2,(w) 大 于 1; 
当 w>w, 时 ,ECwo) 小 于 1, 但 都 随 w 的 增加 而 增加 . 显然 ,在 w=w, 时 ,XY.(w) 为 纯 
虚数 ,其 实 部 为 零 ,这 意味 着 在 w=w, 的 附近 8,(w) 的 实 部 经 历 较 强 的 变化 ,从 大 
于 1 迅速 地 变 为 小 于 1, 随 频率 的 增加 迅速 地 减 小 . 当 志 (wo) 的 实 部 随 频 率 增加 
而 增加 时 , 称 为 正常 色散 ;反之 , 当 B,(w) 的 实 部 随 频率 增加 而 减 小 时 ,就 称 为 反 
常 色散 . 由 式 (3. 1. 5) 可 以 看 出 ,在 反常 色散 出 现 的 频率 范围 内 ,é, 的 虚 部 出 现 
一 个 明显 的 高 峰 .E, 的 正 的 虚 部 代表 电磁 波 的 能 量 散 逸 到 媒质 中 ,所 以 反常 色 
散 的 这 一 区 域 对 应 着 媒质 的 吸收 带 . 

以 上 讨论 使 用 的 是 一 个 非常 简单 的 模型 ,对 于 各 种 不 同 的 实际 媒质 ,需要 加 
以 适当 的 修改 . 对 于 讨论 电磁 波 在 色散 媒质 中 传播 的 基本 特性 ,这 已 能 给 出 很 有 
价值 的 重要 结论 . 


§ 3.2 波 包 、 群 速 和 能 速 


时 谐 电 磁 波 是 一 种 单一 频率 且 时 间 上 从 负 无 穷 到 正 无 穷 延 续 的 稳定 的 传播 
状态 ,这 种 状态 的 电磁 波 是 理想 化 的 , 它 不 携带 任何 信息 . 严格 地 讲 , 实 际遇 到 的 
电磁 波 在 时 间 上 都 是 有 限 的 ,从 而 其 频率 成 分 也 不 可 能 是 单一 的 . 波 包 是 非 时 谐 
波 的 一 种 典型 的 描述 方法 ,由 它 可 引出 一 系列 电磁 波 传播 的 重要 概念 . 


3.2.1 波 包 和 群 速 


在 讨论 时 谐 平面 电磁 波 时 ,引入 了 相 速度 的 概念 , 它 代表 了 稳 态 波 等 相 面 的 
传播 速度 . 由 于 这 一 速度 的 定义 只 与 相位 联系 ,不 能 直接 反映 能 量 或 信号 的 传播 
状况 . 为 了 讨论 有 关 能 量 和 信号 的 传播 问题 ,需要 研究 非 时 谐 电磁 场 的 传播 , 波 
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包 是 一 个 有 价值 的 研究 对 象 . 
在 与 波 包 有 关 的 问题 中 ,两 个 频率 相近 的 时 谐 波 的 全 加 是 最 简单 直观 的 一 
种 情况 . 设 有 两 列 沿 同一 方向 z 传播 的 平面 电磁 波 , 其 电场 沿 同一 个 方向 极 化 ， 
可 以 分 别 表示 为 
ui (zst) = cos(hz — wt), 
ta(zyt) = cos[(k+oOk)z— (wt ou)t], 
其 中 6k 和 6w 与 & 和 w 相 比 均 为 很 小 的 量 . 把 两 波 全 加 , 即 成 为 
u(zst)= wu (zt) + us (2,t) 
= 2cos[ 冯 (ax “zz 一 0w， D Jeos[ (# 十 路 = 一 (e+ 总 :]， 


区 


《3 和 1) 


(3.2.2) 
它 代 表 振 幅 周 期 性 变化 的 一 个 波 列 , 其 振幅 的 包 络 为 
A(z,D = 2cos| 计 (3k zw. 1. (3.2.3) 


它 的 变化 周期 比 原始 时 谐 波 要 大 得 多 ,呈现 为 周期 性 重复 的 “ 群 ”的 系列 . 每 个 群 
也 以 一 定 的 速度 沿 = 运行 ,把 这 个 群 称 为 波 包 ,这 个 速度 称 为 群 速 . 这 个 速度 的 
含义 与 波 群 的 幅度 相 联 ,显然 与 能 量 和 信号 有 直接 的 关系 . 为 了 确定 群 的 传播 束 
度 , 可 观察 群 中 任 一 固定 面 的 运行 情况 . 显然 , 群 的 等 值 面 的 运动 方程 为 


Bk « z— dw + t= const. (3.2.4) 
由 此 即 可 得 到 群 速 w 为 
ww = 至 = 党 ， (3.2.5) 
或 在 极限 情况 下 记 做 
“= 黎 (3.2.6) 


下 面 考虑 更 一 般 的 情况 . 如 果 参 与 又 加 的 不 仅仅 是 两 个 时 谐 波 ,而 是 振幅 不 
等 的 频率 连续 分 布 的 无 穷 列 波 的 一 加 ,并 可 表示 为 


u(z,t) = 广 A er dk. (3.2.7) 


车 限定 参与 全 加 的 波 分 布 在 一 个 很 窄 的 频带 内 , 即 在 一 kk<h 十 68 之 外 
的 ACk) 可 以 忽略 不 计 , 则 式 (3. 2.7) 可 写 为 


uz) = YA)e dk (3.2.8) 
er 
设 关 为 实 函 数 , 并 把 w 看 做 & 的 函数 , 则 将 w(k) 在 ko。 附近 进行 展开 ,可 得 
(一 oo 十 直 一 名 人 ( 史 ) 十 … (3.2.9) 


在 继 二 k 一 ko 充分 小 的 条 件 下 ,上 面 展 开 式 中 的 高 阶 项 可 以 忽略 ,这 时 有 
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放 一 wt 二 如 z 一 wnt 十 以 一 如)[z 一 ( 竹 ) 吕 ， (3.2.10) 
其 中 ow。 二 w(ko). 把 上 式 代入 式 (3. 2. 8) , 即 可 得 
ul(z,t) = uo zst)e ts™™? , (3.2.11) 
其 中 
ulz1t) = Awe dk, (3.2.12) 
为 u(z,t) 振 幅 的 包 络 ,其 上 任 一 平面 的 运动 方程 是 
z 一 ( 放 ) t= const, (3.2.13) 
上 
由 此 可 知 波 包 u。(z,t) 的 群 速 为 
v= ( 蝇 ) (3.2.14) 
上 


它 与 前 面 所 得 的 结果 一 致 . 
对 非 色散 媒质 ,一 w Yep 二 w/v,，,v, 二 1/ Vep 为 相 速 ,于 是 由 式 (3. 2. 14) 得 
知 ,vw 二 v,, 亦 即 在 非 色 散 媒质 中 , 群 速 和 相 速 是 一 致 的 . 


3.2.2 波 包 在 色散 媒质 中 的 传播 


为 了 研究 波 包 在 色散 媒质 中 传播 的 特性 ,考虑 色散 媒质 占据 <>0 的 半空 间 
的 情况 ,并 设 定 在 边界 上 输入 电磁 信号 
u(0,t) = zxo(t)， (3.2.15) 
它 的 频谱 为 
i (w) 一 三 uo (te dt. 


该 信号 在 色散 媒质 中 激发 起 平面 电磁 波 ,其 中 的 每 一 频谱 分 量 独立 地 沿 = 轴 方 
向 传播 ,而 总 的 波 则 是 各 频谱 时 谐 波 的 到 加 


ulz,t)= 不 广 Cw) eco go. 
2x/ -~ 
fT (3.2.16) 
一 去 fae? Err gwdt', 
2r J 


如 果 uo《) 是 个 频带 很 宕 的 信号 , 则 不 管 色散 媒质 的 色散 规律 如 何 ,上 式 中 
表征 媒质 色散 的 &(w) 可 在 中 心 频率 w。 展开 为 
1 dk 


kw) = ho) + 一 mn) (里 ) 二 去 7 (3 十 … 


(3. 2.17) 
在 二 阶 近 似 的 情况 下 ,可 以 得 到 
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—iw(t —t#)+ik(w)z 
dk 
Roz—iwot—i| (1—2’) z |(w—w) 3.2.18 
oriont™i| 伍 ): Je E ) 


+ ( 蔚 


计 = i) (w—wo)?, 
代入 式 (3.2.16) 后 , 即 有 
ulz,t) = U(z,t)e hm? , (3. 2. 19) 


其 中 如 一 k(w。), 且 
U(z = 去 Nascare [DJ gwdt', 


(3. 2. 20) 
而 Ao() 则 是 与 w(t) 有 关 的 一 个 函数 , 它 的 形式 对 当前 的 问题 并 不 重要 . 如 果 
只 取 展 开 式 (3. 2. 17) 的 线性 部 分 , 则 式 (3. 2. 20) 中 对 w 的 积分 为 6 函数 ,于 是 有 


Uz) = h(t— We)= Mkt ~ s/o). (3.2.21) 


由 于 U(z,t) 表 示 ulz,t) 的 振幅 包 络 , 它 的 运动 状态 代表 波 包 的 传播 状态 ， 
由 以 前 的 讨论 可 知 , 波 包 的 传播 速度 即 为 群 速 we。 

由 式 (3. 2. 21) 可 知 ,在 色散 的 一 阶 近似 条 件 下 , 波 包 的 振幅 是 沿 = 单方 向 传 
播 的 波 , 它 满足 一 阶 方程 


Es (3.2. 22) 
把 上 式 乘 以 U 的 复 共 郝 U” ,再 对 该 方程 取 共 思 后 乘 以 U ,然后 相 加 , 便 可 得 
alvf: ,13lv0F 6. (3.2.23) 
Brz ve a 


因为 IU1” 表征 波 的 能 量 密度 , 则 上 式 说 明 波 包 的 能 量 也 以 群 速 传播 . 
如 果 媒 质 参数 wp 一 /mo , 则 =w Yep 二 wn/c, 其 中 n=c Vey 二 V6 为 媒质 的 折 
射 率 ,c 为 光速 . 这 时 群 速 又 可 表示 为 


v= [2 一 cco) 科 克 ( 吕 ) 了 (3.2.24) 


由 此 可 见 , 在 正常 色散 情况 下 ,由 于 dn/dw>0, 群 速度 总 是 小 于 相 速度 , 在 
反常 色散 情况 下 , 当 mn(ws ) 十 wo 《dn/dw)。 过 1 时 ,就 会 出 现 v。>c 的 结果 . 这 是 
否 与 相对 论 相 矛盾 呢 ? 这 需要 仔细 地 加 以 分 析 , 不 能 简单 地 下 结论 . 首先 需要 注 
意 的 ,是 以 上 结果 是 在 对 色散 特性 进行 线性 近似 的 条 件 下 得 到 的 . 由 于 在 反常 色 
散 区 A(w) 变 化 非常 之 快 ,以 致 于 式 (3. 2. 17) 中 的 高 阶 项 必须 加 以 考虑 . 也 就 是 
说 ,在 反常 色散 的 情况 下 ,色散 特性 的 一 阶 近 似 已 不 适用 . 
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严格 地 讲 , 上 面 得 到 的 wm 一 (dw/dt)。 这 种 群 速度 不 变 的 结论 仅 在 满足 一 阶 
(或 线性 ) 近 似 条 件 时 才 是 正确 的 . 如 果 考虑 二 阶 近似 ,U(z,t) 满 足 的 是 抛物 型 
方程 , 且 方 程 具有 虚 扩散 系数 ,表明 群 速度 也 是 色散 的 , 波 包 在 传播 过 程 中 会 不 
断 改 变 包 络 而 流散 ,而 且 还 会 改变 相位 调制 . 

关于 瞬 变 电磁 场 在 色散 媒质 中 传播 的 详细 过 程 ,将 在 后 面 两 节 中 用 较 严 格 
的 方法 进行 讨论 . 


$ 3.3 ”色散 媒质 中 瞬 变 电磁 场 传播 的 索 末 菲 理论 " 


瞬 变 电磁 场 在 色散 媒质 中 的 传播 是 个 比较 复杂 的 问题 ,严格 的 理论 求解 有 
相当 的 难度 . 人 类 对 这 个 问题 的 认识 经 历 了 一 个 不 断 深入 的 过 程 ,尤其 是 对 非 时 
谐 电 磁场 传播 速度 的 认识 ,如 群 速 (或 能 速 ) 是 否 能 超过 光速 c, 至 今 还 存在 争 
议 . 在 20 世纪 的 早期 , 索 末 非 和 布 里 渊 (L. Brillouin) 就 相继 对 这 个 问题 进行 了 
严格 详尽 的 研究 ,至 今 还 没有 人 对 他 们 的 理论 提出 过 修正 或 补充 . 因此 , 索 - 布 
二 氏 的 理论 在 当代 仍然 有 重要 意义 . 本 节 将 介绍 索 氏 的 理论 要 点 . 


3.3.1 问题 的 描述 和 表示 方法 


到 现在 为 止 ,我 们 研究 了 电磁 波 传播 的 相 速 和 群 速 .但 是 , 相 速 和 群 速 都 是 
针对 稳 态 波动 过 程 定义 的 ,它们 与 能 携带 信息 的 信号 的 速度 并 无 直接 的 联系 . 稳 
态 波动 不 能 传递 信息 ,必须 研究 电磁 场 的 瞬 变 过 程 . 为 了 研究 信号 的 传播 过 程 ， 
最 好 的 办 法 是 考虑 原来 根本 不 存在 电磁 波 的 媒质 中 突然 接 人 电磁 波 的 传播 
问题 ， 

索 末 非 研究 的 问题 是 ,在 时 间 :一 0 时 ,在 色散 媒质 表面 突然 出 现 一 个 正弦 
变化 的 平面 电磁 波 ( 或 者 说 ,在 :一 0 时 ,一 个 正弦 信号 源 在 z=0 平面 上 被 接 
通 ), 讨 论 在 深度 处 电磁 波 建立 的 瞬 变 过 程 . 这 种 突然 被 接 入 的 电磁 波 , 是 一 种 
电磁 信号 , 它 包 含有 很 宽 的 频谱 , 它 的 传播 特性 对 非 时 谐 电 磁场 的 研究 具有 代表 
性 ,对 有 关 电磁 信号 在 色散 媒质 中 传播 的 速度 问题 可 提供 非常 重要 的 结论 . 

根据 上 面 对 问 题 的 描述 知 ,输入 信号 f 可 表示 为 

Te=oo 人 #0 (3.3.1) 
sinwt, t>0. 
这 一 信号 不 满足 傅 里 叶 变 换 所 需要 的 条 件 , 不 能 采用 前 面 所 用 的 方法 . 但 是 ， 
大 0,0 的 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变 换 却 是 存在 的 ,相当 于 把 变换 域 w 扩展 为 复 频 域 
二 atiw. 由 于 输入 信号 F(0,b 在 t 一 0 时 为 零 , 故 它 的 拉 氏 变换 可 表示 为 


FC0,p) 一 | fo0,De rd. (3.3.2) 
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若 媒质 内 部 = 处 的 波 用 f(z,t) 表 示 , 则 它 的 拉 氏 变换 可 表示 为 


F(z,p) = [fe ed. (3.3.3) 
在 实 频 域 中 ,对 于 任 一 谐 波 在 不 同位 置 上 有 如 下 的 关系 
flzs0) = F000 er , (3.3.4) 
对 应 于 复 频 域 有 相应 的 关系 
F(z,p) = 下 (Op)ewor。 (3.3.5) 


在 实 频 域 中 k(w) 二 如 n(w) ,在 复 频 城中 即 成 为 &(p) 一 也 a(p) ,所 以 又 有 


F(z,p) = F(0,p)e ee， (3. 3. 6) 
求 其 逆 变 换 , 即 可 得 


jz 一 a2) FlO,pe tmrerdp 
je 


ee pI-En(p)] 9 
= 二 _FCOp)e dp. (3.3.7) 
其 中 7 为 常量 , 令 
0， t<0， 
g(0,0)=| _ (3. 3. 8) 
e™, 1>0, 
则 
f(0,t) =~— Im[g(0,2)]. (3. 3.9) 
由 于 
G(0,p) = [ewera = 一 L _， (3.3.10) 
o p+ iwo “ 
若 令 
人 p[e-sn(p)] 
区 (zyt) 一 pr PE dp， (3. 3. 11) 
则 有 
f(z,t) =— Im[g(z,t)]. (3.3.12) 


这 样 ,问题 就 归结 为 如 何 求 得 g(z,t) ,也 就 是 根据 实际 媒质 特性 求 得 积分 
(3.3.11). 


3.3.2 信号 在 色散 媒质 中 传播 的 基本 特性 
为 了 明确 起 见 , 假 设 所 考虑 的 媒质 能 用 8$ 3. 1 中 的 经 典 模型 来 表征 ,于 是 有 


= 
na(o) =VECo = /+ 一 和 (3.3.13) 
ar — iZup — w 


而 在 复 频 域 中 , 则 成 为 
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7 
a a 

"DTN tT2pp Fp 
_ [Pra 
= /2 Dp (3.3.14) 


为 了 记述 方便 , 令 
= Ll i] 
HD = i pe ; (3.3.15) 
则 式 (3. 3. 11) 可 简 记 为 
EC 四 一 站 Ho)dz. (3.3.16) 


由 nCp) 的 表达 式 可 知 ,HH(p) 是 多 值 函 数 , 故 存在 支点 ,而 且 还 有 极点 . 
五 ( 力 ) 的 极点 显然 在 p 二 一 iw。 ,而 支点 则 有 a,b 两 组 : 
a 当 疡 十 2pp 十 忆 一 0 时 ,mn( 力 一 co, 这 时 的 户 值 为 支点 ,显然 
P=—p+tiVw ~—p =— p+tiw,, 
其 中 ww 一 三 一 大 两 个 支点 记 做 
ai 一 一 p 十 wo， az =—p— iw,. (3.3.17) 
b. 当 疡 十 2pp 十 吕 十 a 二 0 时 ,n(p) 二 0, 这 时 的 pp 值 为 另外 两 个 支点 ,它们 
是 
P=-—ptiVi ta —p =—p+iw,, 
其 中 w= 下 ar 一 pr. 这 两 个 支点 分 别 记 做 
b=—p+tio,, bs =—p— iw,. (3.3.18) 
在 图 3-1 中 给 出 了 以 上 支点 和 极点 所 在 的 位 置 ,由 于 在 p 平面 的 右 半 平面 
没有 被 积 函数 的 奇 点 , 故 式 (3. 3. 16) 的 积分 路 径 可 选 为 右 半 平 面 内 与 虚 轴 平 行 
的 一 条 直线 工 . 由 图 可 以 看 出 : 当 R-~ce 时 ,L 和 C, 构成 闭合 回路 . 故 由 柯 西 定 
理 可 知 ,可 把 积分 路 径 工 换 成 R 一 oo 时 的 C ,于 是 有 


g(zst) 一 | H(p)dp. (3, 3. 19) 
下 面 分 几 种 情况 对 这 一 积分 进行 讨论 . 
(1) t< 译 , 即 r=t 一 主 <0. 
由 于 在 C, 上 poco 且 Re(p)>0,n(oo)==1, 故 在 C, 上 有 


Ps OE 
i re 
由 此 可 知 
gD) = | Hp)dp =0, +<E. (3. 3. 20) 
志 四 


对 实 信号 ,也 有 
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(zi =—Im[g(z,))] =0, t< 二 (3.3.21) 


这 表明 ,在 友 主 时 ,在 距离 < 处 没有 任何 信号 出 现 ,也 就 是 说 ,电磁 信号 不 
会 以 大 于 光速 e 的 速度 传播 . 


Pp 平面 


ta 


图 3-1 五 ( 户 ) 的 奇 点 分 布 和 积分 路 径 的 选择 


(2) 人 > 二 , 即 r>0， 

现在 先 考察 当 尺 一 ce 时 在 尹 平 面 左 侧 半 圆 C, 上 有 H(p) 的 表现 . 这 时 
Relp)<0, 但 r>0, 故 仍 有 Re(Cbr) 一 0, 所 以 在 C, 上 仍 有 |H(p) | 一 0, 于 是 

| aap=o :> 三 
现在 令 Ci 为 右 半 平 面 的 整个 半圆 ,而 且 这 时 式 (3. 3. 19) 仍 然 成 立 , 则 可 得 
g(zst) = (| 一 )Hpap = 中 本 Co)dp (3. 3. 22) 

其 中 C=C 十 C,. 

现在 的 C 中 包含 所 有 支点 和 极点 ,如 果 补 充 图 3-1 上 所 标 出 的 绕 过 各 支点 


和 极点 的 路 径 , 且 考虑 支点 和 极点 的 贡献 , 则 由 于 新 的 闭合 路 径 内 不 包含 任何 奇 
点 , 则 根据 柯 西 定理 ,有 


(小 sl -中 -中 ， ) HGCo)dp 一 0. (3.3.23) 
这 里 没有 包括 由 C, 到 P, B， 和 B, 的 路 径 是 因为 在 来 去 的 两 次 积分 中 相互 
抵消 . 
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考虑 到 式 (3. 3. 22) ,可 知 
(zy = 中 Epodp+ 中 HGp)dp， (3.3. 24) 


令 
gz 一 中 本 codp， 有 (zi = 中 末 (p)dp， 


分 别 对 应 实际 信号 中 的 两 个 分 量 . 
g1(z;t) 是 围绕 一 阶 极点 的 积分 ,利用 留 数 定理 很 容易 求 出 , 即 


ged=$ Hp dp = 2xiLH(p) (p+ iw) -i, 


CEn(p)] 
in) 


pi +i)) (3. 3. 25) 


pi 


一 znil 


一 @ win) 
= Ei 
由 式 (3. 3.13) 可 知 ,k( 一 jw ) 为 复数 , 设 k( 一 iw) 二 B+ia, 则 有 
Bi(zt) = ee me, (3. 3. 26) 
恢复 到 实 信号 则 是 
万 (zt) = €™ sin(wot— Bz). (C3. 2 
与 人 射 波 f(0,) 相 比 ,这 一 信号 的 频率 相同 ,只 是 振幅 从 1 衰减 为 e”, 相 
位 移动 了 pz. 这 是 一 个 稳 态 波 ,因此 g,(z,t) 必 为 f(z,t) 的 瞬 态 部 分 , 它 应 随时 
间 逐 渐 衰 弱 , 最 后 完全 消失 ,对 它 的 分 析 将 在 下 面 进行 . 


(3) 王立 , 即 t=0. 
为 了 分 析 方 便 , 现 在 改 为 直接 从 实 信 号 式 (3. 3. 1) 出 发 ,由 于 


[sinwore a = pe (3. 3.28) 
则 有 
ry Ce Encp)] 
fz) = se dp. (3. 3. 29) 


Zr prt P+ 
和 以 前 一 样 ， Nt 在 Cl 上 ,zco,m(co) 一 1, 故 有 


f(z,t) = ze ("i)dp= | S(p)dp, (3. 3. 30) 


去 op 
其 中 . 
S(p) 一 i (3. 3. 31) 


显然 , 当 1 二 去 时 ,e?(" =) ->1, 因 此 在 C, 上 S(p) 以 1/p? 的 速度 趋 于 零 ,从 
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而 使 得 
flzs0) = | S(pdp 一 0， 一 三 . (3. 3. 32) 
同样 的 道理 , 当 一 过 时 ,在 C, 上 也 有 
flzs0) =|, scpap =0, :一 三 . (3. 3. 33) 
把 上 面 两 式 合 起 来 ,可 表示 成 
J spap= f(s) =0, := 三 . (3.3.34) 
对 如 图 3-1, 分 割 后 的 p 平 面 仍 有 
(.—$.—$, ., )scpap =0, (3. 3. 35) 
亦 即 
$scpap = 中 sco)dp + 中 a SCp)dp. (3.3.36) 
式 中 右 侧 第 一 项 为 稳 态 部 分 族 (z,D, 第 二 项 则 为 豚 态 部 分 f,(z,t) ,所 以 有 
(zi = filzst) + filzyt) =0, t= 之. (C3. 3:37) 


C 
这 一 结果 说 明 ,如 果 波 头 以 光速 传播 , 则 一 =/c 正 是 波 头 到 达 z 处 的 时 刻 ， 
而 这 时 稳 态 部 分 与 瞬 态 部 分 刚好 相互 抵消 ,使 总 的 信号 保持 初始 的 零 值 . 或 者 
说 ,在 任何 位 置 , 信 号 总 是 从 零 开 始 逐 渐 建 立 起 来 . 


3.3.3 预 现 波 的 粗略 分 析 


现在 分 析 ,在 媒质 无 吸收 (o=0) 的 条 件 下 , 当 r 略 大 于 零 的 一 段 时 间 媒 
质 中 电磁 波 的 建立 过 程 . 这 里 只 作 粗 略 分 析 , 更 详细 的 讨论 将 在 下 一 节 
进行 . 

由 于 r>0, 故 式 (3. 3. 22) 仍 成 立 . 当 采 用 实 信 号 表示 时 ,就 有 如 下 的 结果 

wo [errr Fn] 
(zi = 多 中 Sr (3. 3. 38) 

为 了 方便 进行 简化 处 理 ,把 上 式 中 的 指数 改 为 另 一 种 形式 , 即 

p[:— Encp)]= p[ (rt)- zncp)] 
= pr— [ncp) —1) 
二 p[r— ENCp)], (3. 3. 39) 
其 中 
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N(p) = n(p)—1. 
由 于 已 设 o 一 0, 故 有 


3 
gy PE 
N(p) 一 /1+ 疡 让 这 1 (3. 3. 40) 


在 圆周 C 上 p 一 吕 , 故 可 对 上 式 中 根 式 作 级 数 展开 
) 1 a’ a 
NO 一 [+ Fr (ra) + 二 1 
车 只 取 一 阶 近 似 , 且 wi 与 p? 相 比 可 以 忽略 , 则 有 
NOp) ~ fh: (3.3.41) 
把 这 一 结果 代 回 式 (3. 3. 39), 则 有 


_2z 7 了 az 二 六 
如 Encp)] 大 一 会 N( 六 一 如 一 中 一 如 一 征 ，(3.3.42) 


其 中 8 一 儒 . 再 把 上 式 代入 式 3. 3. 38), 并 用 所 代 赫 声 十 名, 则 有 近似 的 形式 


zt 一 名 Ca 
2riJc p’ 


把 上 式 中 的 指数 作 进 一 步 的 变换 , 即 


mr-£ -Va -iE). (3. 3.44) 


dp. (3.3.43) 


令 
p /E 一 es， (3. 3.45) 
则 有 
er i = VE(e — e*) ~ 2i VEEsing, (3.3.46) 
由 式 (3. 3.45) 可 得 
一 fie, 
dp 一 /和 ievdg， 
于 是 
Ww /ri dl 
pr eie 0. (3. 3. 47) 
把 以 上 结果 代入 式 (3. 3. 43) , 便 可 得 到 
一 wo ft {ivan s 
f(z'D 一 各 / 寺 e dg. (3.3.48) 


由 式 (3. 3.45) 可 知 
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a = 人， 
在 积分 路 径 C 上 ,|p| 一 oo, 故 式 (3. 3.45) 的 假定 要 求 +r->0, 也 就 是 说 , 式 (3. 3. 48) 


只 在 r 为 很 小 的 正 值 情 况 下 才 适 用 . 
利用 恒等式 


Ji(Cz) = 二 | 0 dg, (3. 3. 49) 
其 中 小 (z) 为 一 阶 贝 塞 尔 函 数 , 可 把 式 (3. 3. 48) 表 示 为 
fz,2)= wy ELC2VE) 


-和 /二 | (a 至 ). (3. 3. 50) 


由 这 一 结果 及 前 面 的 结论 可 知 ,在 :一 z/c 以 前 ,在 z 处 没有 任何 动静 ,保持 
初始 的 零 状态 . 只 要 r>0,z 处 就 有 电磁 波 出 现 . 在 + 很 小 时 ,开始 出 现 的 电磁 波 
可 由 式 (3. 3. 50) 近 似 地 表示 . 如 果 把 最 先 出 现 的 电磁 波 叫 做 波 头 , 则 显然 波 头 是 
以 真空 中 的 光速 在 媒质 中 传播 . 

由 式 (3. 3. 50) 可 知 , 开 始 出 现在 = 处 的 电磁 波 的 幅度 很 小 . 又 由 贝 塞 尔 函 数 
的 性 质 可 知 ,z 处 的 电磁 场 随时 间作 周期 变化 的 振荡 ,在 起 始 段 其 周期 远 小 于 稳 
态 周期 2x/w. 由 于 Yr 出 现在 J, 的 前 面 和 宗 量 里 面 ,所 以 振幅 和 周期 都 随 着 r( 亦 
即时 间 的 增加 而 增 大 . 于 是 式 (3. 3. 50) 所 代表 的 是 在 稳 态 建立 之 前 的 初始 过 
渡 状 态 , 文 献 中 称 之 为 预 现 波 (Forerunners 或 Precursors). 

以 上 结果 是 在 粗略 近似 的 条 件 下 求 出 的 ,只 能 给 出 一 些 基本 特性 的 描述 . 更 
精确 一 些 的 分 析 将 在 下 一 节 中 进行 . 


§ 3.4 色散 媒质 中 瞬 变 电磁 场 传播 的 布 里 浏 理论 


虽然 索 末 菲 理 论 给 出 了 色散 媒质 中 瞬 变 电磁 场 传播 的 一 些 关键 性 结论 ,但 
要 详细 地 了 解 电磁 场 在 色散 媒质 中 建立 的 瞬 变 过 程 ,必须 完整 地 求 出 有 关 积 分 . 
布 里 浏 利用 最 速 下 降 法 讨论 有 关 积 分 的 求解 问题 ,非常 巧妙 又 比较 详尽 地 论证 
了 电磁 信号 在 色散 媒质 中 传播 的 全 过 程 . 要 全 面 介绍 布 里 浏 解决 问题 的 详细 过 
程 ,需要 很 长 的 篇 幅 , 这 里 只 能 给 出 基本 思路 和 主要 结论 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 
有 关 文 献 . 


3.4.1 最 速 下 降 法 
由 前 面 的 讨论 已 知 ,在 索 末 菲 所 讨论 的 问题 中 ,为 了 解 信号 在 色散 媒质 中 传 
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播 的 具体 过 程 ,就 要 解决 下 式 的 积分 问题 
sz 一 元 区 Sa. (3.4.1) 


为 了 方便 讨论 最 速 下 降 法 , 作 如 下 的 表示 
sn] [Ee] 


= Ep[Q—n(p)] = Xp), 


其 中 A 


1 


A ds 站 力 十 ju ” 


则 式 (3.4. 1) 变 为 
g(zst) = ff Wendp, (3.4.2) 
其 中 C 表示 式 (3. 4. 1) 中 的 积分 路 径 . 
车 p=,, 使 加 =0, 则 可 作 变换 


—s: = g(p)—g(p,), (3.4.3) 
把 p 平 面 映射 到 s 平面 .在 这 一 映射 下 ,p= 二 p, 点 映射 为 ==0 点 ,把 p 平 面 上 的 
路 径 C 映射 到 s 平面 的 C', 且 有 


exp oe 人 (3.4.4) 
设 g(p)=U(p) 十 iV(p), 则 
ep) 一 HUCP HiaVCP (3.4.5) 


由 于 》 为 正 数 , 则 由 上 式 可 以 看 出 ,在 * 平 面 的 实 轴 上 当 s*=0 时 ,e*” 取 最 大 值 . 
如 果 s 平 面 上 的 实 轴 对 应 pp 平面 上 的 路 径 卫 , 则 同 理 知 ,在 路 径 P 上 p=p, 时 
e*” 取 最 大 值 . 进而 可 以 看 出 ,在 ;平面 的 实 轴 上 偏离 ;二 0 时 ,ex*” 的 值 呈 指数 
型 迅速 下 降 ; 相 反 , 在 ;平面 的 虚 轴 上 则 晨 指 数 上 升 . 所 以 ,s==0 以 及 相对 应 的 
力 , 称 为 ee” 的 鞍点 . 从 另 一 角度 看 ,在 * 平面 的 实 轴 上 ,ex'o 的 相位 由 ea) 决 
定 , 它 与 * 无 关 , 所 以 实 轴 又 是 ee 的 等 相位 线 . 由 对 应 关系 可 知 ,路 径 已 是 
e” 中 的 最 速 下 降 路 线 ,也 是 其 等 相 线 . 
变换 后 的 积分 为 

g(zst) 一 em ee Fo ds, (3.4.6) 

其 中 


FC = f(p) 2. 
ds 
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由 于 在 js| 一 co 时 ,被 积 函 数 趋 于 零 , 故 可 根据 约 当 定理 补充 无 穷 远 处 的 积 
分 ,把 C 与 实 轴 构 成 闭合 回路 ,可 把 在 C" 上 的 积分 换 作 沿 实 轴 进行 . 当然 ,如 果 
闭合 回路 中 包含 有 被 积 函 数 的 奇 点 ,还 要 考虑 它们 的 贡献 . 在 * 平 面 上 把 C“ 变 换 
到 实 轴 的 同时 ,在 p 平 面 上 也 就 把 在 C 上 的 积分 换 到 了 在 最 速 下 降 路 线 P 上 的 
积分 . 由 于 沿 最 速 下 降 路 径 的 积分 主要 贡献 是 鞍点 附近 , 故 可 只 在 革 点 附近 进行 
积分 ,并 以 此 作为 原 积 分 的 近似 结果 . 


3.4.2 鞍点 的 位 置 


由 上 面 的 讨论 已 知 ,在 鞍点 附近 沿 最 速 下 降 路 径 的 积分 可 以 近似 地 表征 积 
分 (3. 4. 1), 因 此 找 出 被 积 函 数 的 鞍点 是 用 最 速 下 降 法 讨论 积分 (3. 4. 1) 的 关键 . 
下 面 分 两 种 情况 进行 讨论 . 

(1) 原点 附近 的 鞍点 

在 记 平 面 的 原点 附近 满足 条 件 p 一 0, 这 样 可 以 把 nCp) 展 开 为 p 的 短 级 数 . 


为 此 , 先 把 n(p) 表 示 为 
(0 3 Py /EE EE 
A i 


1 
= [uta 
rm (3.4.7) 


其 中 
w= w+a’, 
a= p+2pp. 
当 p>0 时 总 有 aw? ,wi , 故 可 作 如 下 近似 


二 等 人 = 学 直 (3.4.8) 
把 这 一 结果 代 回 到 式 (3. 4.7) 中 ,再 作 进一步 近似 ,又 可 得 
sli) 


We . 洒 
一 此 [1 一 去 ( 姑 十 3pop) 多:]， (3.4.9) 
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az2 


二 


则 有 
n(p) 之 竺 一 Ap(p+2p). (3.4.10) 
Ww, 


用 这 一 近似 式 可 把 q(p) 近 似 表 示 成 
q(p)= pL[Q—n(p)] 


~ p[(Q—)+ Ap(p+2p) ] 


= pLy+ Ap (p+2p)], (3.4.11) 
其 中 
1= Q 一 符 一 艺 一 生 . (3.4.12) 
w, z wr 


按 定 义 , 远 点 满足 do/dz 一 0, 也 就 是 满足 
7+Ap(p+2p)+p(2Ap+2Ap) =0 


即 
7+Ap(3p+4p) = 0. (3.4.13) 
所 以 ,鞍点 就 是 该 方程 的 根 , 即 
2 1 3 
pu 一 一 可 0 十 可 包 一 闻 ， (3.4.14) 
2 3 
pa 一 一 本 po 一 可 4p 一 廊 : (3.4.15) 


下 面 分 三 种 情况 讨论 这 些 鞍 点 所 处 的 具体 位 置 . 

a, 情况 1: 7< 本 Ap 

在 这 种 情况 下 , p, 和 zt。 均 为 实数 , 故 它们 位 于 实 轴 上 , 且 对 称 于 
点 (一 4o,0). 

除了 知道 鞍点 的 位 置 外 ,还 要 知道 在 鞍点 附近 最 速 下 降 路 径 的 走向 ,为 此 需 
要 知道 dg(p)/dp? 在 鞍点 处 的 辐 角 ,由 式 (3.4. 13) 可 求 得 


d:gq(p) - / 37 
dd A 士 2A /4p: 法 he®. (3.4.16) 

由 此 可 知 ,对 p, 而 言 ,9 一 0, 而 对 ps 而 言 ,9 一 x. 若 令 p 一 ,二 re”, 其 中 轧 为 
靠近 鞍点 时 最 速 下 降 路 径 上 的 点 . 可 以 证 明 


Ps 
Cs (3.4.17) 


gpaa) 
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于 是 ,在 p, 处 9 一 土豆 ,在 pz 处 pg=0, 一 x. 


b. 情况 2: 7> 扫 Ap 
由 式 (3. 4. 14) 和 式 (3.4. 15) 可 知 ,在 这 种 情况 下 有 


Cy WE 人 
pa —— 80+i x 4 =— p+ iw,, (3.4.18) 
2 1 f3 2 
dr -tp 一 一 了 一 io， (3.4.19) 


其 中 


一 工 /37_ 4 
w= sR- (3, 4. 20) 


可 见 , 这 时 的 两 个 鞍点 位 于 直线 = 一 子 p 上 , 且 对 称 于 实 轴 . 
依照 上 面 的 定义 ,可 求 得 在 较 点 处 最 速 下 降 路 径 的 走向 为 : 在 如 附近 


3r Ly 


3: y 
9 一 于 ,一 下 ;在 记 附 近 9 人 一 下 


c. 情况 3: 7 一 全 hp 
显然 ,在 这 种 情况 下 ,两 个 鞍点 重合 在 一 起 , 且 为 实数 , 即 
p, ——3p. (3.4.21) 
由 于 在 此 点 d*g(p)/dp? 二 0, 故 它 是 二 阶 鞍 点 . 在 该 点 最 速 下 降 路 径 的 走向 为 
= 土 村 忆 


因为 9 一 符 一些, 所 以 鞍点 的 位 置 与 = 和 上 有 关 . 如 果 固定 =, 则 7 随 + 的 增 


加 而 增 大 . 这 样 一 来 ,鞍点 在 p 平面 上 的 位 置 就 随 t 而 改变 . 
由 上 面 讨论 的 三 种 情况 :的 变化 顺序 可 知 ,两 个 鞍点 最 初 是 在 实 轴 上 , 随 着 
时 间 的 增加 它们 逐渐 相互 靠近 . 当 处 于 第 三 种 情况 , 即 


+ 一 主 (Ap' + 生 ) (3.4.22) 


时 ,它们 汇合 为 一 个 二 阶 远 点 ,然后 转 为 沿 着 与 虚 轴 平行 的 相反 方向 互相 分 离 . 
(2) 远离 原点 的 鞍点 
在 这 样 的 情况 下 , 思 的 值 很 大 , 故 可 认为 在 式 (3.4.7) 的 第 一 等 式 中 wi 与 加 
相 比 可 以 忽略 ,而 且 导 < 禄 | 加 时 ,从 而 可 得 n(p) 的 近似 表示 


az 


2 全 pr 
nn Wlt ty 
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(3.4.23) 


1 a 
人 一 1 十 于 下 全 5 站 
于 是 
2 
alp) ~ p(Q—1 z Fa ) 
令 
5=Q-1=£(:- 主 )= 宇 ， (3.4. 24) 
z C z 
其 中 =! 一 社 , 则 有 


证 


1 
4 一 站 一 于 有 中. (3.4.25) 
由 此 可 以 求 得 两 个 鞍点 分 别 为 


a 


ps =— 2p+i =— 2p+ iw,, (3.4. 26) 


V25 
pa 一 一 wi- 启 =— 2p— iw,, (3. 4. 27) 
中 ,= 一 2 


这 两 个 鞍点 位 于 直线 = 一 2o 上 ,并 对 称 于 实 轴 . 通过 它们 的 最 速 下 降 路 径 的 走 
向 ,对 ps 为 p= 午 ， 一 至 ;对 pa 为 p 一 至 ,一 积 . 

由 式 (3. 4. 26) 和 (3.4.27) 可 以 看 出 , 当 3=0(:== 宇 ) 时 ,两 个 鞍点 分 别 位 于 
直线 o= 一 2p 两 端 方 向 的 无 穷 远 处 . 随 着 3( 或 ) 的 增加 ,它们 开始 沿 5 二 一 2p 直 
线 向 实 轴 方 向 运动 .但 当 6 足够 大 时 ,上 述 近 似 表示 的 条 件 不 再 成 立 ,鞍点 将 逐 
浙 偏 离 直线 . 可 以 证 明 ,它们 将 逐渐 趋向 邻近 的 支线 . 

由 上 面 的 分 析 可 知 ,鞍点 在 p 平面 上 的 位 置 是 随 着 时 间 变 动 的 . 上面 仅 给 
出 了 靠近 原点 及 远离 原点 时 鞍点 的 位 置 及 它们 随时 间 变 动 的 大 致 方向 ,同时 也 
指明 了 最 速 下 降 路 径 通 过 远 点 时 的 走向 . 求解 积分 的 近似 解 ,并 不 一 定 需要 严格 
地 了 解 最 速 下 降 路 径 的 具体 全 程 走向 ,但 却 需要 判断 在 积分 路 径 的 变换 过 程 中 
是 否 需要 考虑 奇 点 的 贡献 . 鞍点 随 着 时 间 的 变化 而 变动 所 处 位 置 , 最 速 下 降 路 径 
也 随 之 而 变 . 仔细 分 析 这 种 变动 过 程 是 件 很 繁琐 的 工作 ,这 里 不 再 详细 论述 . 

如 前 所 述 , 对 积分 的 主要 贡献 是 在 鞍点 附近 的 最 速 下 降 路 段 ,下 面 就 根据 这 
一 原理 讨论 式 (3. 4. 1) 的 近似 积分 问题 . 


3.4.3 第 一 预 现 波 
在 上 一 节 已 经 粗略 地 讨论 了 预 现 波 的 一 些 基本 特性 ,现在 利用 最 速 下 降 法 
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对 这 一 问题 进行 更 细致 的 讨论 . 在 距 接 入 波 的 媒质 面 距 离 = 处 ,在 时 间 一 =/c 
的 一 刻 才 开始 有 波 头 到 达 , 也 就 是 预 现 波 开始 出 现 . 由 上 面 讨论 已 知 ,在 
z 一 上 一 z/c 略 大 于 零 时 两 个 鞍点 远离 原点 ,分 别 由 式 (3. 4. 26) 和 (3. 4. 27) 表 示 . 
在 这 一 时 段 式 (3.4. 1) 的 积分 可 近似 地 在 这 两 个 鞍点 所 在 一 段 的 最 速 下 降 路 径 


上 求 得 . 
由 式 (3.4.25) 可 知 ,用 w, 代替 9, 可 表示 为 
一 至 [( 刀 -1 
q(p) 一 入 (二 35+) (3.4. 28) 
当 p=p, 时 ,可 得 
_a’ 2p+iw, ，, 1 
qg(p,)= $( +t 二) 


一 以 士 iV， (3.4.29) 
2 
其 中 ,= 一 a? 入 ,V, 一 全 ,在 上 式 中 ,q(ps) 对 应 “十 ”号 ,q(pa) 对 应 “一 "号 . 


现在 先 求 式 (3. 4. 1) 在 加 ,附近 的 贡献 ,并 用 g,(z,1) 表 示 . 在 加 对 gq(p) 展 
开 为 圭 级 数 ,可 近似 为 


gp)= gpa) + pp pa) 
一 9( 思 7 十 到 he re (3.4. 30) 
由 式 (3. 4. 28) 计 算 可 知 


2 
pa) 一 一 5， 


故 有 一 wz/ui ,0 一 一 要. 由 此 9 一 一 王 , 玛 ,因此 


ap) = 二 iV, 一 土生 (3.4.31) 


车 在 如 沿 最 速 下 降 路 径 的 两 边 各 取 很 小 一 段 m 作为 积分 区 间 , 则 近似 
地 有 5 


Cao 


i(zst) = 一 圭一 “eT dr， (3.4.32) 
6 


2 
7 的 选择 要 使 上 式 中 的 被 积 函 数 趋 近 零 ,为 此 要 求 nm 远 小 于 w.w 大 于 ww ,但 
又 不 能 大 得 太 多 ;否则 5 非常 接近 零 , 而 使 w_>cc、 

在 上 述 条 件 下 ,上 式 积分 的 上 限 由 于 被 积 函数 趋 于 零 而 可 延伸 至 co ,从 而 可 
利用 关系 
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[ei ar 志 三， (3.4.33) 
。 


1 EO Ut, 可 (3.4.34) 
3 i 
BD) Ti | 


用 同样 的 方法 可 求 得 如 处 的 贡献 gz,t) 为 


tw 人 二 十 or (3.4. 35) 
人 a 3r 一 2p 一 iuw 一 wo | 


总 和 起 来 有 g(z,t) 二 g1(z,t) 十 ga(z,t) ,考虑 到 pw ,变换 为 实 函 数 , 即 


可 得 
f(z 一空 /si 人 (三 和 这 下 (3.4.36) 
又 因 
二 人 
所 区 2cr" 
上 式 又 可 写成 


wo 12c\ 1 i 2 

(zi 二 二 esin(a /天 一 持 ) (3.4.37) 

该 式 所 代表 的 波动 从 t=t 一 亡 开始 ,因为 在 r<0 时 正弦 项 的 宗 量 为 虚数 ， 

f(z,t) 不 存在 . 这 一 结果 再 次 表明 , 式 (3.4. 37) 所 代表 的 波动 以 真空 中 的 光速 传 

播 . 开始 时 它 的 频率 很 高 ,但 随后 稳定 地 降低 . 其 振幅 在 开始 时 为 零 ,而 后 增 大 ， 

再 按 太 e- 舌 随 r 的 增加 而 减 小 . 通过 估算 不 难 发 现 ,第 一 预 现 波 的 振幅 是 很 
小 的 . 

需要 指出 的 是 ,在 o=0 的 条 件 下 , 当 r 足够 大 时 ,可 将 式 (3. 3. 50) 中 的 贝 塞 

尔 函 数 用 渐 近 式 替代 ,其 结果 与 式 (3. 4. 37) 在 p 二 0 时 一 样 . 这 也 从 另 一 角度 说 

明 , 式 (3. 4. 37) 成 立 的 条 件 是 r 不 能 太 小 ,这 也 正 是 导出 它 的 过 程 中 预 设 的 
前 提 . 


3.4.4 第 二 预 现 波 
第 二 预 现 波 是 在 = 不 很 小 时 出 现 的 ,所 以 它 与 原点 附近 的 鞍点 有 关 . 由 上 面 
的 分 析 已 知 ,在 = 对 和 < 千 Ap 7, 即 :< 主 ( 千 Apr 十 全) 时 ,有 两 个 吏 点 位 于 实 


轴 上 . 通过 对 最 速 下 降 路 径 的 分 析 表 明 , 这 时 它 只 通过 右边 的 鞍点 p, , 它 的 位 置 
由 式 (3.4. 14) 表 示 , 令 
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= 久 = 一 和 + 到 /他 一 开 (3.4.38) 
按照 分 析 第 一 预 现 波 类 似 的 步骤 ,可 得 
ap) = qlpa) 一 去 和 r?， (3.4.39) 


其 中 hh 一 AC6o, 十 4p),q(pa) 一 qbo,)=U,. 和 以 前 一 样 ,只 取 p, 两 侧 很 小 的 一 段 
积分 路 径 r。, 即 可 得 
a 1 [eyou 
gl) 一 二 5 [ c dr. (3.4. 40) 


同样 的 理由 , 当 被 积 函 数 足 够 小 时 ,积分 限 可 延至 oo, 于 是 可 应 用 式 (3. 4. 33) 而 


得 到 
1 to, /_c 
C5 + iw 2nzh 


ac 一 im x 
一 A (3.4.41) 


从 而 又 可 进一步 得 到 


ET 
xe (3.4.42) 
通过 数量 级 的 分 析 可 知 , 在 起 始 时 f 接近 于 零 , 然 后 增 大 ,而 在 7=0, 即 
t= 2 (3.4. 43) 


时 ,达到 


gy 
fz) 1 = Bi 3A (3.4.44) 


这 表明 ,这 时 的 f(z,z) 是 个 非 振荡 函数 , 且 其 值 一 直 很 小 ,保持 在 /(7 一 0) 的 量 级 . 
当 人 > 训 hm , 即 :> 主 ( 委 Ap + 华 ) 时 ,有 两 个 由 式 (3.4.18) 和 (3.4.19) 表 


示 的 鞍点 ,它们 都 被 最 速 下 降 路 径 穿 过 ,因此 它们 所 在 路 径 段 上 的 积分 都 要 计 
算 . 设 这 两 处 的 积分 分 别 记 做 g,(z,t) 和 g,(z,t) ,计算 结果 为 


到 OH) 
eHR 


i /ee a 
gi1(z,t) = ee (3. 4. 45) 
2 3r4wz 一 和 +icw +e) 
FU a 
gazst) = : 二 四 ei, (3.4.46) 


一 一 io 一 ww) 
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其 中 局 一 全 po( 一 全 0 A( 千 pF 十 呈 ) ]. 由 此 进一步 可 以 得 到 


Wa / 5 


( 沼 十 双 十 下 本 一 4 网 


f(z,2) [orcos 人 (二 V+ 对) 


十 (加 一 二 )sin(EV, + 至 )] 
(3.4.47) 
显然 , 这 是 一 个 振荡 过 程 . 对 该 式 进行 详细 分 析 后 可 知 : 直到 接近 
t 王 (zw.)/《cw,) 之 前 还 没有 明显 的 响应 ; 当 t 守 (zw,)/(cw,) 时 才 有 很 小 的 响应 ; 
然后 当 上 (zw.)/(cw,) 时 出 现 小 幅 振 荡 , 其 频率 由 零 开始 不 断 增高 , 当 其 频率 接 
近 w 时 ,其 振幅 迅速 增 大 . 


3.4.5 信号 的 速度 


前 面 所 考虑 的 鞍点 处 的 积分 起 主要 作用 的 前 提 是 ,所 用 的 最 速 下 降 路 径 还 
不 靠近 被 积 函 数 的 极点 ,因为 一 旦 靠近 或 通过 , 则 极点 的 贡献 将 起 支配 作用 . 事 
实 上 , 随 着 时 间 的 推移 ,最 速 下 降 路 径 也 在 不 断 移动 , 它 会 在 某 个 时 候 接 近 并 扫 
过 极点 ,这 时 围绕 极点 的 积分 是 必须 计算 的 ,而 且 它 就 代表 了 主体 信号 的 传播 . 

因为 在 极点 处 积分 是 不 存在 的 ,一 定 要 让 积分 路 径 在 极点 处 变形 ,我 们 用 以 
极点 为 圆心 .无限 小 的 半径 的 圆 弧 来 代替 ,而 且 随 积分 路 径 扫 过 极点 的 过 程 ,图 
弧 逐 渐 增加 ,最 后 变 成 一 个 圆 . 由 于 圆 弧 无 限 靠近 , 故 可 认为 被 积 函 数 中 的 指数 
项 在 整个 圆 弧 上 为 常数 ,并 用 极点 处 的 值 代替 ,于 是 在 式 (3. 4. 1) 中 


sl: Encp) |=— jt + Eiwon(— iw) 


=—i[wt—k(— iw)z], (3.4. 48) 
令 &( 一 io) 一 BCos) 十 ia(oo) ,pb 十 ia 一 sew, 则 
dp = isevdy. (3.4.49) 
于 是 积分 (3. 4. 1) 可 近似 表示 为 
ge — Be dy, (3. 4. 50) 
其 中 y 为 积分 圆 统 所 对 应 的 角度 . 由 此 便 得 到 
ez,b 一 全 ee ee ， (3.4.51) 
进而 


FGz,D = 全 sin(wot — Bz). (3.4.52) 
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显然 , 当 最 速 下 降 路 径 离 极点 比较 远 时 ,还 不 需要 考虑 极点 的 影响 ,这 时 y 二 0， 
而 当 路 径 正好 穿 过 极点 时 加 一 r, 则 由 /2x 一 1/2; 而 当 路 径 完 全 扫 过 了 极点 时 
赂 一 2r, 这 时 加 /2x 一 1. 所 以 ,最 终 f(z,t) 成 为 幅度 为 e“ 、 频 率 为 w 的 稳定 波 
动 . 它 在 路 径 扫 过 极点 时 有 个 振幅 快速 的 建立 过 程 , 当 路 径 正 好 穿 过 极点 时 其 幅 
度 达 到 稳定 时 的 一 半 . 由 于 预 现 波 与 这 时 的 f(z,t) 相 比 幅度 非常 小 , 故 稳定 前 
由 式 (3. 4. 52) 表 示 的 f(z,t) 代 表 了 信号 ,而 稳定 以 后 它 就 不 再 携带 信息 了 . 所 
以 ,可 以 认为 加 /2r 一 1/2 时 代表 信号 到 达 = 处 的 时 刻 , 并 由 此 讨论 信号 的 速度 . 
按 此 人 为 的 定义 可 知 ,信号 到 达 z 的 时 刻 正 是 最 速 下 降 路 径 穿 过 极点 的 时 刻 . 

由 上 面 的 分 析 已 知 , 这 时 的 藤 点 是 沿 着 与 虚 轴 平 行 并 非常 靠近 虚 轴 的 直 
线 移动 . 由 于 鞍点 与 虚 轴 非 常 靠近 , 故 最 速 下 降 路 径 与 虚 轴 的 交点 和 鞍点 附近 
的 一 条 速 降 线 与 虚 轴 的 切 点 相近 , 故 可 近似 地 用 此 切 点 代替 通过 鞍点 的 最 速 
下 降 路 径 与 虚 轴 的 交点 . 如 果 这 个 交点 就 是 极点 , 则 上 述 切 点 的 行为 就 是 所 要 
研究 的 . 

把 q(p) 再 对 应 到 频 域 ,可 得 


g(— iw)=— iwQ + ick(— iw) = 一 iw (2 )+iccp+ ia) 


= 一 w+ic(8 一 些 )=U+iV， (3.4.53) 
其 中 
U= 一 a， 
V= (8 一 些 ). (3.4.54) 


根据 前 面 的 讨论 知道 , 速 降 线 亦 是 等 相 线 , 它 满足 V 一 const, 它 与 虚 轴 的 切 
点 满足 3V/aw=0. 由 式 (3.4.54) 可 知 


Y= (R-£)=0, (3.4.55) 
由 于 3w/3B 二 v 为 切 点 所 对 应 频率 w 的 群 速 ,上 式 可 写 做 
人 (3.4.56) 


如 果 vw 为 相应 于 w 的 群 速度 , 则 可 认为 切 点 在 :一 /un 时 与 极点 相遇 ， 
z 为 信号 到 达 的 距离 . 这 表明 , 按 上 述 人 为 的 定义 ,信号 以 群 速 w 传播 . 需要 注 
意 的 是 ,在 以 上 的 讨论 中 都 满足 w 远离 %, 的 条 件 , 否 则 就 要 考虑 支点 的 影响 . 
这 一 条 件 说 明 , 以 上 结论 仅 适 用 于 正常 色散 的 情况 . 如 果 把 以 上 关于 信号 速度 的 
定义 延 用 到 反常 色散 区 , 则 可 证 明 它 将 不 再 与 群 速 等 同 . 

关于 电磁 波 在 色散 媒质 中 传播 的 相 速 、 群 速 以 及 信号 速度 与 频率 的 关系 , 布 
里 渊 的 分 析 结 果 由 图 3-2 给 出 . 相 速 w 只 与 稳定 波动 相关 , 它 既 可 小 于 也 可 大 
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于 真空 中 的 光速 . 群 速 w 只 在 色散 媒质 中 不 同 于 相 速 ,在 正常 色散 时 , 群 速 小 
于 相 速 ;但 在 反常 色散 时 , 群 速 大 于 相 速 . 在 吸收 带 附 近 , 群 速 又 可 能 成 为 无 限 
大 ,甚至 为 负 . 在 正常 色散 区 域 ,信号 速度 与 群 速 一 致 ;在 反常 色散 区 ,信号 速度 
则 永远 小 于 ,最 多 等 于 真空 中 的 光速 . 详细 解释 可 参考 文献 [10]. 


-~ co/ 相 速 =c/v。 
一 c/ 群 速 =c/v。 
一 o 信 号 速率 =c/w 


图 3-2 相 速 v,、 群 速 w 和 信号 速度 v, 与 频率 的 关系 


现在 我 们 再 来 总 结 一 下 信号 在 色散 媒质 中 建立 的 过 程 . 在 任 一 距离 上 ,第 一 

预 现 波 以 真空 中 的 光速 < 最 先 到 达 , 它 的 频率 在 开始 时 极 高 ,然后 逐渐 降低 , 它 
的 振幅 开始 时 不 断 增加 ,然后 又 因 阻尼 作用 而 减 小 ,直到 其 频率 等 于 媒质 中 电子 
的 特征 频率 为 止 . 第 二 预 现 波 的 幅度 开始 阶段 也 很 小 ,直到 := (zw.)/(cw,) 一 
(z/c) W 史 干 导 /w-) 时 才 达 到 一 定 的 量 级 , 故 可 以 认为 这 是 它 到 达 的 时 刻 , 它 的 
频率 开始 时 很 低 ,然后 升 高 , 它 的 振幅 也 是 开始 时 升 高 然后 减 小 . 这 两 种 预 现 波 
在 时 间 上 会 有 部 分 重 琶 . 响应 的 主体 部 分 以 信号 速度 到 达 , 它 的 频率 与 接 入 信号 
相同 ,代表 了 信号 的 最 终 建立 . 在 以 后 的 一 段 时 间 内 , 预 现 波 仍然 与 之 重 短波 形 
仍 有 一 定 畸 变 . 以 上 整个 过 程 由 图 3-3 形象 地 给 予 说 明 . 

JizD 

术 


= 三 
[3 


1= 训 £ 


>t 


t 
第 一 预 现 波 到 达 ”第 二 预 现 波 到 达 分 Se 
信号 到 达 -- 


图 3-3 信号 随时 间 变 化 示意 图 
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由 图 可 以 看 出 ,信号 的 建立 从 开始 ,经 历 了 一 个 复杂 的 过 程 ,确定 信号 的 
到 达 时 刻 有 一 定 的 任意 性 . 定义 i 时 刻 为 信号 到 达 的 时 间 , 完 全 是 人 为 的 , 它 的 
合理 性 只 在 于 它 标志 着 信号 已 经 有 了 足够 的 强度 . 考虑 信号 达到 一 定 强度 作为 
信号 到 达 的 标志 ,与 检测 方法 有 关 . 随 着 检测 灵敏 度 的 提高 ,可 定义 更 早 的 时 刻 
表示 信号 的 到 达 . 这 说 明 ,信号 速度 的 定义 存在 一 定 的 任 选 范围 . 如 果 检 测 灵敏 
度 达到 无 限 ,就 可 记录 到 第 一 预 现 波 的 波 头 , 它 永远 以 真空 中 的 光速 传播 . 
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当 传 输 系 统 中 传输 罕 带 信号 时 ,时 谐 ( 频 域 ) 电 磁场 理论 能 基本 满足 要 求 ;但 
传输 宽频 带 信号 时 ,就 需要 进行 时 域 分 析 , 以 便 清 楚 地 了 解 信 号 传输 的 复杂 特 
性 . 辐射 系统 正在 向 宽频 带 应 用 发 展 , 频 域 理论 已 不 能 满足 要 求 , 时 域 分 析 可 提 
供 辐 射 过程 更 丰富 的 信息 ,为 提高 系统 性 能 提供 重要 的 理论 依据 . 分 析 方 法 仍然 
是 以 频 域 解 为 基础 ,经 逆 变 换 而 得 到 时 域 解 ,由 于 逆 变 换 的 困难 ,能 得 到 解析 结 
果 的 只 能 是 一 些 比较 简单 的 情况 . 


$4.1 有 瞬 变 电 磁场 的 传输 


传输 系统 主要 指 传输 线 、 微 带 线 、 同 轴线 和 各 种 形状 的 波导 . 在 不 考虑 损 
耗 时 , 同 轴线 等 传输 TEM 波 时 是 非 色散 的 ;但 当 损耗 不 能 忽略 时 ,就 会 出 现 
色散 现象 . 各 类 空心 波导 本 来 就 是 色散 系统 ,宽带 信号 的 传输 必然 出 现 复杂 的 
特性 . 


4.1.1 线性 电磁 系统 及 其 传递 函数 


“个 物理 系统 , 当 对 它 施 以 作用 eC(x) 时 ,会 产生 相应 的 响应 y(x). 这 种 作用 
与 响应 之 间 的 关系 若 用 工 来 表示 , 则 有 
yCx) = L[e(x)], (4.1.1) 
其 中 x 为 描述 作用 和 响应 的 变量 空间 矢量 . 如 果 以 下 关系 成 立 
yx)= L[ke (x) 十 aez(x) 二 二 ke, (x)] 
= kL[e (x)]+hkL[e(x)]++hL[e, Cx)], (4.1.2) 
其 中 所 ，… 为 任意 常数 , 则 称 该 物理 系统 为 线性 系统 . 
对 于 我 们 所 研究 的 电磁 系统 而 言 ,x 为 > 一 (z,y,z) 和 + 构成 的 变量 空间 , 由 
于 麦克 斯 韦 方程 是 线性 的 ,如 果 描 述 系 统 的 媒质 参量 与 电磁 场 强度 无 关 , 则 该 系 
统 就 是 一 个 线性 电磁 系统 . 如 果 一 个 电磁 系统 的 媒质 参数 及 其 几何 结构 都 不 随 
时 间 而 变化 , 则 称 之 为 时 不 变 系统 . 如 果 不 作 特殊 声明 ,我 们 将 只 研究 时 不 变 电 
磁 线 性 系统 . 
如 果 一 个 时 不 变 电 磁 线性 系统 在 eCr,i) 的 作用 下 产生 响应 y(r,t), 且 有 


lrsw) = [ elr,Devdt, 
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ylr,w) = 『 yrsDe™d, 


则 定义 
RCrsw) = LT) (4.1.3) 


ECryw) 
为 系统 的 传递 函数 . 若 
hlr,t) = | Rr dw, 
则 有 
Dr 人 = 站 re 一 Doesodr (4.1.4) 
或 
yD = Hh)adr we go. (4.1.5) 
如 果 对 系统 的 作用 eC(r,t) 为 801) 脉冲 ,由 于 
[Fawerad =1, 


则 由 此 可 知 ,hr,t) 为 6 脉冲 作用 下 系统 的 响应 . 
如 果 把 频 域 w 扩展 到 复 频 域 加 一 c 十 iu, 则 以 上 类 似 的 关系 也 可 以 在 复 频 域 
户 中 求 得 . 若 


ECr,p) = [endera, 


Ylr,p) = [yDera, 


则 
_ Yr,p) 
H(r,p) = EC (4.1.6) 

为 系统 的 复 频 域 传递 函数 . 根据 拉 氏 变换 的 性 质 ,可 得 以 下 结果 

(rn = [hr Delrinde, (4.1.7) 
其 中 

Ar,) 一 a) Hrspyerdp, 

2xriJ -io 

或 者 


ym) = | HO PDE, pe dp. (4.1.8) 


类 似 地 ,如 果 eCr,) 为 55) 式 的 脉冲 , 则 系统 的 响应 就 是 hCr,). 
作为 一 个 线性 传输 系统 , 它 的 传递 函数 可 以 全 面 反映 它 的 传输 特性 . 从 实际 
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需要 出 发 ,我 们 希望 信号 在 传输 过 程 中 不 发 生 畸 变 , 至 少 是 其 畸变 程度 是 可 以 接 
受 的 . 那么 在 什么 样 的 条 件 下 一 个 系统 才能 保持 无 畸变 传输 呢 ? 

如 果 一 个 传输 系统 的 传递 函数 有 (w) 可 以 表示 为 (作为 传输 系统 参量 , 它 已 
经 不 再 依赖 +) 


hlw) = |h(w) | ex ， (4.1.9) 
其 中 #$ 是 传递 函数 的 相位 . 则 其 输出 的 响应 可 表示 成 
y00 = BC) [eco)e te go C4.1.10) 


如 果 传 递 函 数 Cw) 能 满足 以 下 两 个 条 件 
(1) 传递 函数 的 模 是 与 频率 无 关 的 常数 , 即 
|i(w)|= A, 
(2) 传递 函数 的 相位 是 w 的 线性 函数 , 即 
gw) 一 au +b, 
其 中 A,a 和 尹 均 为 实 常数 . 则 
y(D 一 4e 厂 (we mo dw 
= Ae*e(t— a). (4.1.11) 
由 此 可 知 , 在 满足 以 上 两 个 条 件 的 情况 下 ,输出 信号 与 输入 信号 之 间 只 有 时 间 上 
的 延迟 和 幅度 的 变化 ,而 保持 形状 不 变 . 所 以 ,以 上 两 个 条 件 就 称 为 传输 系统 信 
号 传输 无 畸变 的 条 件 . 
4.1.2 TEM 系统 中 脉冲 信号 的 传输 


无 耗 的 TEM 传输 系统 是 无 色散 的 ,只 要 满足 TEM 的 传输 条 件 ,任意 形状 
的 电磁 信号 在 其 中 传输 都 是 无 畸变 的 . 但 是 ,如 果 系统 是 有 耗 的 ,即使 TEM 传 
输 条 件 得 到 满足 ,依然 会 有 信号 畸变 的 发 生 . 

一 个 TEM 均匀 传输 系统 中 的 电流 7 和 电压 了 ,满足 电极 方程 


_a _ a 
VD) = RI +L I(r,D), 
— QT,t) = GV(z,t) + COV,t), C4.1. 12) 
Oz oat 
在 频 域 它们 则 转化 为 
— Q(z,0) = RiCz,w) — iwLi(z,w) 
oz 


= (CR 一 ioL)TCzo)， 
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— QF,w) = GYCzo) — iwCP(z,w) 
oz 


= (G—iwCV(z,w). (4.1.13) 
它们 的 解 具有 以 下 形式 
六 (zao) = A(o)erw + Bl)e™™, 
Tz,w) = Yo LA 一 BCo)erzo]， (4.1.14) 
其 中 
Ylw) 一 [CR 一 ioL)(G 一 iC) 卫 ， (4.1.15) 
Y, = (全 将 ) (4.1.16) 


式 中 的 工 和 C 取 决 于 单位 长 度 传输 系统 中 储存 的 磁场 和 电场 的 能 量 ,R 取 
决 于 单位 长 度 传输 系统 导体 的 功率 损耗 ,G 则 由 系统 中 介质 的 功率 损耗 
决定 . 

如 果 我 们 将 无 限 长 传输 系统 的 一 自作 为 所 研究 的 线性 系统 ,其 长 度 为 /, 起 
点 为 zx 一 0, 终 端 为 < 一 信号 在 其 中 无 反射 地 传输 ,传输 规律 由 式 (4. 1. 14) 中 的 
第 一 项 决定 . 因此 ,该 系统 的 传递 函数 为 


hlw) = er (4.1.17) 


如 果 系统 的 损耗 可 忽略 不 计 , 则 y(w) 二 jwVLC ,这 时 的 jw) 满足 信号 无 畸 
变 传输 的 条 件 ; 若 损耗 的 影响 必须 考虑 , 则 信号 的 传输 与 y(w) 的 具体 形式 有 关 . 
下 面 以 同 轴线 为 例 进 行 讨论 . 

对 同 轴线 而 言 ,其 内 外 导体 的 导电 率 o 即使 不 是 无 限 大 ,也 会 是 良 导体 ,其 
导电 率 也 相当 高 ,在 感 兴趣 的 频率 范围 内 趋 肤 效应 很 明显 . 这 时 ,导体 的 损耗 可 
以 用 表面 阻抗 来 表示 . 对 于 一 个 半径 为 的 圆柱 导体 , 当 趋 肤 深度 比 其 半径 小 很 
多 时 ,单位 长 度 的 表面 阻抗 可 表示 为 


z, =o., /ee. (4.1.18) 
2xr o 
一 般 讲 同 轴线 的 外 导体 半径 5 比 内 导体 半径 a 要 大 得 多 ,近似 地 可 只 计算 内 导 
体 的 影响 . 这 时 就 有 


z= KV-iv, (4.1.19) 


K=2 /et. (4.1.20) 
2xaNo 


其 中 
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这 样 ,对 同 轴线 而 言 就 可 用 = 代替 式 (4.1. 15) 中 的 R. 由 于 同 轴线 内 外 导体 间 
的 支撑 材料 都 尽量 采用 低 损 耗 的 , 故 式 (4. 1. 15) 中 的 G 也 可 忽略 . 于 是 ,对 同 轴 
线 这 种 TEM 传输 系统 ,可 近似 有 


y(o) = VE i ac. (4. 1.21) 
假设 在 考虑 的 整个 频率 范围 内 |z,|<<wL, 则 式 (4.1.21) 可 进一步 近似 成 
y(w) = iw Te- 直 iw, (4.1.22) 


其 中 me 一 CL/C)22、 
把 式 (4. 1.22) 扩 展 到 复 频 域 p 中 , 便 有 


7y(p) 一 一 pVIT— EVE. (4.1.23) 
所 以 在 复 频 域 表 示 的 无 限 长 均匀 同 轴线 ! 长 的 一 段 的 传递 函数 为 
H(p) = er Te. (4.1.24) 
根据 定义 ,如 果 在 z=0 处 的 信号 为 5(z) , 则 式 (4. 1. 24) 的 反 演 就 是 z=/ 时 
的 输出 信号 . 
利用 拉 氏 变换 的 下 述 关系 
[Cau—werd= ev， b>0, (4.1.25) 
eeterd= aro, (4.1.26) 
和 拉 氏 变换 的 卷 积 定理 ,可 以 得 到 输出 信号 为 
h(t) = Arte fulr), (4.1.27) 
其 中 
bg RY 
pi B= (过 ) ， r= 1— IVLG, (4. 1. 28) 


而 uz) 为 单位 阶 跃 函数 . 

分 析 表 明 ,h( 四 已 经 变 成 一 个 上 升 很 陡 但 下 降 缓慢 的 脉冲 了 ,与 输入 的 冲 激 
脉冲 波形 有 了 明显 的 差别 . 

如 果 输 入 的 是 其 他 形式 的 信号 , 则 原则 上 都 可 以 通过 式 (4. 1. 5) 或 式 (4. 1. 8) 
求 得 输出 信号 ,从 而 了 解 色散 对 信号 传输 所 造成 的 影响 . 


4.1.3 空心 波导 中 脉冲 信号 的 传输 


由 波导 理论 可 知 ,即使 不 考虑 损耗 ,空心 波导 以 任何 模式 传播 电磁 波 都 是 色 
散 的 . 因此 ,空心 波导 是 一 种 色散 传输 系统 . 下 面 分 析 脉 冲 电磁 场 在 无 耗 空心 波 
导 中 传输 的 特性 . 假定 波导 为 均匀 无 限 长 的 ,其 内 为 真空 . 我 们 取 长 度 为 7 的 一 
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段 作 为 研究 的 线性 系统 ,起 始点 为 = 一 0, 终 点 为 = 一 /. 如 果 假 定 在 所 考虑 的 频率 
范围 内 电磁 波 是 以 同一 单个 模式 传输 的 , 则 该 系统 的 传递 函数 可 表示 为 
hw) = er, (4.1.29) 
其 中 
Blw) = (4.1.30) 
由 于 A. 与 电磁 场 在 波导 中 的 模式 有 关 , 只 有 对 于 单一 模式 它 才 是 常数 , 因 
ko 三 w/csyk. 二 w/c， 则 Blw) 可 表示 成 9 


po) = TVor oar. (4.1.31) 
由 此 可 知 ,在 复 频 域 传递 函数 具有 以 下 形式 
H(p) = eV (4.1.32) 


如 果 在 z= 二 0 有 信号 $(i) 作 用 ,在 上 述 条 件 的 假定 下 ,由 万 (加 ) 的 逆 变 换 就 
可 求 得 z=! 处 的 输出 信号 h(z). 利用 以 下 关系 
| Le ue “d= ,4.1.33) 
以 及 式 (4.1.25), 可 以 容易 得 到 


-中 YEHeE 


Lo VFOD, |, 


AD =6(:— ££) t VE Ce ( 


£). 4.1.34) 


其 中 卫 为 一 阶 贝 塞 尔 函 数 . 

这 一 结果 最 明显 的 结论 是 : 在 1<l/c 时 ,h(t)=0, 也 就 是 说 ,信号 在 空心 波 
导 中 不 可 能 以 超过 光速 的 速度 传输 ;在 :一 Z/c 时 ,一 个 冲 激 脉 冲 到 达 /处 ,但 由 
于 第 二 项 的 存在 ,使 得 初始 冲 激 具有 有 限 强 度 . 接 下 来 呈现 的 是 主要 由 贝 塞 尔 函 
数 决 定 的 幅度 和 频率 连续 下 降 的 振荡 . 

由 于 当 z 比较 大 时 , 贝 塞 尔 函数 ], (z) 可 近似 地 表示 为 


JiCz) ~ 过 sin(= 一 于 )， (4.1.35) 


即 接近 寺 幅 度 连续 碱 小 的 正弦 振荡 . 若 把 变量 表示 成 时 间 的 线性 函数 z==wt 十 g， 
则 就 是 它 的 振荡 频率 ,而 且 w 一 dz/dx. 由 于 在 式 (4. 1. 34) 中 振荡 项 的 频率 是 随 
时 间 而 变化 的 , 故 通 过 dz/d: 所 求 得 的 频率 称 为 即时 频率 . 由 于 在 式 (4. 1. 34) 中 
的 二 w.[# 一 (4/c)?j'”, 由 此 得 到 即时 频率 为 


wt 
=- 一 具 (4.1.36) 
”a 


由 此 可 见 , 即 时 频率 随 着 时 间 的 增加 而 降低 ,在 上 比 1/c 大 得 不 是 很 多 时 , 亦 
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即 在 波 头 到 达 ! 处 较 早 的 时 段 ,频率 极 高 ; 当 1 一 oo 时 ,w>w. ,而 w. 为 以 所 规定 
模式 在 波导 中 可 传输 的 电磁 信号 的 最 低频 率 . 
由 式 (4.1. 31) 可 以 求 得 电磁 波 在 波导 中 传输 的 群 速度 w, 即 


的 区 Gea] 


= Ve (4.1. 37) 


(4.1.38) 


这 说 明 ,中心 频率 不 同 的 波 群 到 达 ! 的 时 间 不 同 , 当 wroo 时 ,tm 上 上， 也 就 是 说 ， 


以 频率 w 六 we 为 中 心 的 波 群 以 接近 光速 在 波导 中 传输 ;反之 ,w 降低 ,t 就 增 大 ， 
直到 wrw. ,too, 即 接近 w, 的 频率 分 量 构 成 的 波 群 要 经 过 近 平 无 限 长 的 时 间 
才能 到 达 /! 处 . 

总 结 以 上 分 析 可 以 看 出 ,由 于 6(z) 有 无 限 宽 的 频谱 ,频谱 高 端的 部 分 以 接近 
光速 的 速度 到 达 1 处 ,这 就 是 最 早 到 达 的 波 头 . 频谱 的 低 端 要 经 过 非常 长 的 时 间 
才能 到 达 /处 ,这 就 是 h(z) 中 的 长 长 的 拖 尾 . 

需要 再 次 强调 的 是 ,以 上 结果 的 前 提 是 所 有 频率 分 量 都 是 以 同一 模式 传输 ， 
否则 w. 就 不 能 认为 是 常数 ,而 是 因 模式 而 变 的 . 如 果 z 一 0 处 输入 的 是 其 他 形式 
的 信号 ,原则 上 需要 通过 反 演 式 (4. 1. 5) 或 (4. 1. 8) 求 出 输出 响应 . 


$ 4.2 波导 中 电磁 场 的 瞬 变 过 程 "3 


前 面 分 析 了 信号 在 色散 传输 系统 中 传输 时 所 表现 的 基本 特性 ,没有 涉及 激 
发 源 和 电磁 场 的 具体 结构 . 本 节 将 讨论 矩形 波导 中 的 线 电流 所 激发 的 场 ,以 及 场 
在 波导 中 传输 的 瞬 变 过 程 ,包括 场 的 空间 分 布 . 


4.2.1 和 矩形 波导 的 电磁 模式 及 传输 特性 


假设 波导 由 理想 导体 构成 ,其 内 为 真空 ,因此 这 种 波导 是 无 耗 的 . 理论 分 析 
可 知 ,在 这 种 空心 系统 中 TEM 波 不 存在 . 对 于 和 矩形 波导 而 言 , 可 存在 两 类 电磁 
模式 : 一 类 模式 中 没有 电场 的 纵向 分 量 ,因此 称 为 横 电 模 ,用 TE 表示 ; 另 一 类 
则 没有 磁场 纵向 分 量 , 称 为 横 磁 模 , 用 TM 表示 . 若 取 纵 向 坐标 为 z, 宽 边沿 坐标 
工 ,宽度 为 a, 窗 边沿 坐标 y, 高 度 为 6, 在 频 域 这 两 类 模式 的 电磁 场 分 布 由 以 下 公 
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式 给 出 
TE 模 
8 
E, = 5 (TE)Hosin( Tz )eos (Fy )e”, 
志 =0 (4.2.1) 
了 臣 ( )Hosin( x )eos( Ey )e™ 
让 二 三 故 ( 公 )Hocos( zj)sin 人 2 yo 
H.= Hocos (Sz )cos (Wy )e* 
TM 模 
E = (EE)Ecos (Dz )sin (Fy )e” 
E 一 起 ( 坚 )Pssin(2z )eos (Hy )e” 
E.= Eosin (Sz )sin (Fy )e™ (4.2.2) 
各 一 和 (ew) )e, 
,= 六 (FE)Eocos (Tz )sin (By )e*, 
H.=0. 
其 中 . 
j= ( 嗓 ) + (至 ) ， (4.2.3) 
B= A) = [oreo — (i (4.2.4) 


以 上 各 类 模式 只 说 明 在 矩形 波导 中 可 以 存在 这 些 电磁 场 的 结构 形式 .至 
于 实际 存在 哪些 模式 , 则 取决 于 电磁 场 的 激发 方式 和 电磁 场所 包含 的 频率 
成 分 . 

如 果 波 导 中 只 有 E, 被 激发 , 且 E, 在 y 方向 不 变 ,这 时 有 n=0, 于 是 TE。 
模 中 只 存在 TEw 模 , 且 TM 模 不 被 激发 . 在 这 种 情况 下 ,波导 中 可 能 存在 的 电磁 
场 为 
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a 
二, =— (EE)Hosin( Bz)e®, (4.2.5) 


由 此 可 以 看 出 ,在 TE。 模 式 中 电场 只 有 E, 分 量 ,只 要 求 出 E, 就 能 了 解 这 
类 模式 的 传输 特性 . 


4.2.2 矩形 波导 中 TE。。 模 的 频 域 格林 函数 


假设 在 矩形 波导 的 (z',z') 处 有 横贯 波导 , 且 平 行 于 y 轴 的 均匀 线 电流 
f(z',z 1t), 由 于 电流 沿 y 轴 无 变化 , 它 在 波导 中 所 激发 的 场 也 与 y 无 关 . 由 式 


《1.3.15) 可 知 ,因为 电流 只 有 y 分 量 , 故 A 也 只 有 y 分 量 , 即 4 一 32,. 再 由 于 电 
流 是 均匀 的 , 故 波导 内 无 电荷 积累 , 则 标 势 $ 为 零 . 于 是 ,由 式 (1. 3. 18) 可 知 ， 
记 =iwA , 亦 即 电场 只 有 y 分 量 尼 , 且 与 坐标 y 无 关 . 考虑 到 电场 所 满足 的 方程 
(1. 2.15) ,在 直角 坐标 系 中 可 得 到 记 , 所 满足 的 方程 


2 产 2 产 隐 入 
+ =— iwpoj (w)6(z 一 z)5(z 一 z). (4. 2.6) 


由 上 面 的 分 析 可 知 , 该 方程 的 场 解 只 能 是 式 (4. 2. 5) 所 表示 的 各 TE。。 模 
的 线性 组 合 . 把 方程 (4. 2. 6) 与 方程 (1.4. 3) 相 比 可 以 看 出 , 除 源 的 系数 之 外 ， 


两 者 是 完全 类 似 的 ,所 以 这 里 的 忆 , 也 可 以 看 做 所 解 问题 的 格林 函数 ,我 们 也 用 
8(z,z;Xx'，z') 表 示 它 .这样 , 方 程 (4. 2. 6) 又 可 表示 成 
(区 十 可 + 居 )8Gror ij) 一 一 iopo3(o)8(z 一 z)8(z 一 z)， (4.2.7) 
根据 以 上 分 析 , 可 把 &(z,z;z',z ) 表 示 成 
ECryr'io) = Bosin Zr ， 《4. 2.8) 
其 中 
G。 = 2 dc ssin wzdz, (4. 2.9) 
以 sin Dz 乘 方程 (4. 2. 7) 的 两 侧 ,并 在 0 到 a 之 间 对 z 求 积分 ,考虑 到 
6 函数 的 性 质 及 & 与 天 ,满足 同样 的 边界 条 件 , 即 当 工 取 值 0,a 时 ,一 0, 和 


= DB ~、 mn ws we) | ssin m 
『 Br Bsin dz ( 2 ) ,Bsin adz， 
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则 可 由 式 (4.2.7) 可 得 
[#- (0 于 iC,sr ,sin Zrdz 


一 一 iopoj (wo)sin TEz Hz — 2). (4.2.10) 


令 
B= [和 一 ( 痉 ) 本 ， (4.2.11) 
并 考虑 到 式 (4. 2. 9), 则 可 由 式 (4. 2. 10) 得 到 Go。 所 满足 的 方程 
( 芝 + 民 )c。 = 二 ou sin Ez Bz— #2) (4.2.12) 
当 z 关 x 时 ,该 方程 相对 于 源 在 z' 处 的 解 为 
Gn = bne Wm, zx, 
Gu。 = caer, z> 2 (4. 2.13) 
其 中 力 和 co 与 xz 有关; 在 z=z' 处 ,G。 应 该 是 连续 的 , 故 有 
be 名 ”一 cneb ， (4.2.14) 
把 式 (4.2.12) 在 xz’ 一 A 到 zx“ 十 A 区 间 积分 ,并 令 A 趋 于 零 , 即 可 得 到 
aGn 


一 二 oj )sin Prz'， (4.2.15) 


Bz 
这 说 明 Cu 对 z 的 导数 在 “处 是 不 连续 的 . 把 式 (4. 2. 13) 所 表示 的 G。 代入 式 
《4. 2. 15) ,可 以 得 到 


bo =— PF (w) er sin LAE’, 
a 
cm = bne er, (4. 2. 16) 
由 此 可 知 
Bs) eh 
mle 9 Zz2, 
号 sin 2 区 + we (4.2.17) 
把 这 一 结果 代 回 到 式 (4. 2. 8) ,就 得 到 
EB, = 8rr'io) 一 一 E(w D3 in Drsin ze 六 


(4. 2. 18) 
这 就 是 矩形 波导 中 (x ,z ) 处 有 均匀 电流 的 格林 函数 . 


4.2.3 ”和 矩形 波导 中 线 源 的 时 域 响 应 


式 (4. 2. 18) 所 表示 的 格林 函数 是 线 源 随时 间 简 谐 变化 时 在 矩形 波导 中 所 激 
发 的 电磁 场 , 如 果 线 源 随时 间 变 化 是 非 简 谐 的 , 则 式 (4. 2. 6 的 右 侧 应 该 给 出 对 


100 肥 变 电磁 场 一 一 理论 和 计算 


时 间 的 傅 里 叶 变 换 j(w). 
现在 我 们 考虑 源 为 单位 冲 激 脉冲 时 的 情况 , 线 源 随时 间 的 变化 应 表示 为 


5(t 一 妨 ,于 是 其 傅 里 叶 变换 式 为 了?(w) 一 ee". 这 样 ,对冲 激 脉冲 而 言 , 式 (4. 2. 6) 
和 式 (4. 2. 7) 的 右 侧 应 该 代入 7(w) 一 er” ,这 将 导致 在 最 后 的 解 式 (4. 2. 18) 中 也 


应 令 7(w) 一 em. 
为 了 求 逆 变 换 方便 ,把 式 (4. 2. 18) 扩 展 到 复 频 域 p 上 . 和 过 去 一 样 ,根据 所 
用 健 里 叶 变换 与 拉 普 拉 斯 变换 的 关系 , 需 把 i 用 一 p 代替 ,由 此 可 以 得 到 


Glr,r'sp) 一 一 各 Dsin( 路 jsin( zz 人 


-pe C+/ J ee } 


et - ] 
了 Ne (4. 2. 19) 
[( 至 ) +p*/e] 
利用 以 下 变换 

(SS 人 
i 
Nlyc [到 ) +p/e J 

do (RECe 7) — (2—z2)]), 0<:—r<Ls—*1, 

a C 
0， 汪 f<0 或 :-t> 上 A， 


(4. 2. 20) 


erdp 


其 中 C 为 一 条 适当 的 积分 路 径 . 
如 果 把 式 (4. 2. 20) 中 被 变换 的 函数 记 做 F(p) ,其 原 函数 为 F(z) , 则 由 拉 民 
变换 的 性 质 可 知 ,pF(p) 的 原 函 数 为 df/dt. 由 于 
df om/ | ma yys 人 
de rr pl ee: 


(4. 2.21) 
由 式 (4. 2. 19) 可 得 到 


E,(r,t) 一 ECrr ;t,t’) = ENED 芝 j 吉 ( 芝 3 z )sin (2E zt) 
1 


ete]} a ss 


[et—t)? — (Cz— 2) 


(4. 2. 22) 
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在 上 式 成 立 的 时 间 段 之 外 格林 函数 为 零 . 为 了 使 以 上 结果 易于 理解 ;应 注意 贝 塞 
尔 函 数 的 以 下 两 个 性 质 


本 (az) 
I 


Pe. PO a 
lim = lim 二 lim 2 [JoCaz) JJ (az)] = 2 ， 


Ji(ar) = {( 罕 )Dscar) 十 ] (az)]， 


利用 后 者 ,可 消去 式 (4. 2. 22) 中 的 分 母 . 由 此 可 以 看 出 ,E, 中 所 包含 的 每 一 项 
(对 应 于 一 个 模式 ) 的 贡献 最 初 为 不 连续 的 阶 跃 , 接 下 来 是 衰减 振荡 . 在 离开 场 源 
距离 为 |z 一 z | 处 ,在 时 刻 t==! 十 |z 一 z'|/c 之 前 不 会 出 现 上 述 扰动 , 故 波 头 在 
波导 中 的 传播 不 能 大 于 光速 . 

如 果 线 源 随时 间 的 变化 是 阶 路 函数 u(t 一 2 ) ,因为 它 的 拉 氏 变换 为 e-* /p， 
从 而 消去 了 式 (4. 2. 19) 中 指数 前 面 的 乘 子 p. 于 是 式 (4. 2. 19) 中 与 p 有 关 部 分 
的 反 演 ,就 是 式 (4. 2. 20). 如 果 线 源 随时 间 有 更 复杂 的 变换 关系 , 则 可 借助 卷 积 
定理 求 得 最 终结 果 . 进而 , 若 场 源 不 是 线 源 ,但 沿 y 方向 仍 是 均匀 的 , 则 可 由 格 
林 函 数 与 场 源 的 空间 积分 先 求 得 频 域 解 ,然后 再 求 反 演 , 也 可 直接 在 时 域 求 多 重 
积分 . 


§ 4.3 有 瞬 变 电 磁 偶 极 子 的 辐射 场 


随 着 对 宽频 带 天 线 需求 的 迫切 性 不 断 提高 ,对 天 线 在 宽频 带 信号 激励 下 辐 
射 特性 时 域 分 析 显 得 越 来 越 重 要 ,因为 时 域 分 析 可 提供 有 关 辐 射 过 程 更 丰富 且 
更 直观 的 信息 . 这 一 节 从 最 简单 的 偶 极 子 的 瞬 态 辐射 开始 进行 分 析 . 


4.3.1 了 退 变 电 偶 极 子 的 辐射 


设 在 真空 中 由 相距 2 的 正 负 两 个 点 电荷 构成 一 电 偶 极 子 ,其 电量 为 g, 在 华 
标 系 中 的 位 置 如 图 4-1 所 示 . 


图 4-1 电 偶 极 子 
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从 z= 一 i/v 开 始 ,十 g 电荷 突然 以 速度 v 均 速 向 一 g 电荷 运动 ;在 t=L/v 时 
刻 到 达 一 gq 电荷 所 在 位 置 而 突然 停止 . 这 种 情况 相当 于 在 一 段 时 间 内 出 现 一 个 
突然 产生 又 突然 消失 的 电流 元 ,该 电流 的 电流 密度 可 表示 为 

一 3g8(z)8(y)3(t 二 六)， lr< 碾 ， 
Jr,o = (4.3.1) 


0， | 之 二 ， 
加 


这 是 因为 J 一 ou ,po 一 98(z)6(y)6(z 十 zt) ,而 且 
wet aot (4 


在 频 域 电 流 元 的 密度 为 
Jr,o) = 信 BD ts lel (4. 3.2) 
0,|z|>>i, 
相应 的 电流 强度 则 是 


—ge™"*, |z|<i, 
0,，|z|>> 1 
在 远 区 , 即 "六 :时 ,电流 元 的 辐射 场 可 视 为 球面 波 ,在 球 坐标 系 (r,b,p) 中 ， 
仅 有 EE 和 EE 分量, 而 且 Es 二 mH,,7== Cy/eo)1. 对 于 z 轴 上 的 一 个 微 电 流 源 
I(z')dz ,其 在 (r,0,g) 处 对 电场 的 贡献 为 号 
dE, (r,w) 一 一 ja sine Wee’ T (2 ,w) dz’. (4.3.4) 
于 是 ,总 的 电场 为 


庆 oa pi 
Bi Ssing| eter gz 


js) = [codzdy = | (4.3.3) 


,sing e” 说 (eosb+O1 -过 (cogre 
9 47r 5s0TELe 了] a 


其 中 6=c/v. 
再 对 上 式 进行 傅 里 叶 逆 变 换 , 就 得 到 远 区 场 的 时 域 形式 


二 1 .sing 1 _r 一 Lcosb 
BD Sp 25 站 


一 上 一 二 一 二 oo 让 《4.3.6) 


由 这 一 结果 可 知 ,所 述 电 偶 极 子 的 时 域 辐射 场 由 两 个 符号 相反 的 冲 激 脉冲 组 
成 .其 中 的 一 个 在 时 刻 := 一 1/v 发 出 ,到 达 (r,2) 处 的 延迟 时 间 为 (r 一 上 cosb)/c。 
从 时 间 和 工 离 上 看 ,这 一 脉冲 正 是 电荷 在 开始 运动 的 一 刻 于 z=! 处 发 出 的 ; 同 
样 的 分 析 可 知 ,第 二 个 脉冲 是 电荷 于 z= 一 1 处 突然 停止 的 时 刻 +==1/v 时 发 出 
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的 . 这 说 明 辐 射 是 在 作 加 速 运动 时 产生 的 ,而 在 作 匀 速 运动 时 不 会 产生 . 
其 次 还 可 以 看 出 ,由 于 延迟 的 时 间 与 9 有关, 故 合成 的 时 域 波形 与 9 角 有 
关 . 由 于 辐射 场 的 幅度 与 有 关 , 所 以 辐射 图 是 有 方向 性 的 ,但 方向 性 与 p 无 关 . 


4.3.2” 瞬 变 磁 偶 极 子 的 辐射 


现在 考虑 真空 中 半径 为 a 的 一 个 电流 圆 环 , 当 a 比 所 涉及 的 波长 小 很 多 时 ， 
可 视 做 磁 偶 极 子 . 设 所 取 直 角 坐 标 系 的 原点 置 于 圆 环 的 中 心 ,z 轴 与 圆 环 面 垂 
直 , 如 图 4-2 所 示 . 


图 4-2 磁 偶 极 子 


如 果 圆 环 上 的 瞬 态 电流 是 宽度 为 2r 的 矩形 脉冲 ,如 下 式 所 示 
TCD 一 和 [zt 十 上 一 zt 一 上 ]， (4.3.7) 
求偶 极 子 的 瞬 态 辐射 场 . 求解 方法 和 以 前 类 似 , 先 求 出 频 域 解 ,然后 求 其 传 里 叶 
逆 变 换 ， 

不 难 理解 ,该 偶 极 子 的 场 与 ?无 关 , 故 场 点 只 需 取 在 yOz 平面 上 . 对 这 类 场 
点 而 言 , 对 y 轴 对 称 的 两 个 微 电 流 元 的 y 分 量 对 场 的 贡献 将 相互 抵消 ,而 其 x 
分 基 的 贡献 相同 . 若 取 di 二 adyg , 则 任 一 电流 微 元 ?dl 的 z 分 量 均 为 一 idlsing'. 
在 频 域 该 电流 元 的 矢量 位 ,可 由 式 (1. 3. 15),(1. 4.8) 和 (1. 4. 11) 得 到 

dA. = 一 和 jasing dp’. (4.3.8) 
车 只 考虑 远 区 场 , 则 可 把 e%" 中 的 > 近似 表示 为 rsR 一 acose, 再 考虑 到 
cosa 一 sinbsing' , 则 整个 电流 环 对 矢量 位 的 贡献 为 


2A | Ehren Sing dy. (4. 3.9) 


利用 sing 一 击 (e” 一 e-) 和 贝 套 尔 函数 的 积分 式 
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LG) = 去 “edp, 


以 及 J_, (xz) 二 一 J1(z), 便 可 得 到 


a __wla an oR 3.10 
人 一 一 名 并 J Chasing) er. (4. 3. 10) 


远 区 电磁 场 仅 有 六 和 总, 且 半 = 一 7 总, 故 只 需求 出 所 ,由 B= xA， 
可 在 球 坐标 系 中 得 到 


各 (RA 

=— Bl, (oasing) er, (4.3.11) 
利用 关系 

[uDerd =— + 
一 o lw 

可 求 得 

io) = 21, Sno). (4.3.12) 
故 有 

H, = 一 esinCar) ee], (% Ssing). (4. 3. 13) 


为 了 求 得 该 式 的 傅 里 叶 逆 变换 ,需要 解决 贝 塞 尔 函数 的 道 变换 问题 . 为 此 ， 
需 考虑 可 以 借助 的 关系 , 它 就 是 如 下 定义 的 函数 f(z) 


1 
， <b, 
/0- 癸 ee al (4.3.14) 
0， lel>6. 
其 傅 里 叶 变换 为 
PR Ei 
Zw = FB dz. 


令 1 三 一 bsing, 则 可 得 
flo) = 上 emdp= [ ,cos(wbhsing)dp 
本 > 


= xJo (bw). (4.3.15) 


仿 


a 


Glw) = 本 


Jo (bw), (4. 3. 16) 
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利用 关系 
| [8&7 Je a = if (2), 
可 得 
这 
一 一， |tl<o, 
sgCO = 去 | .Glee dw = | 弃 =F (4.3.17) 
可见 
0， ltl>6. 
由 于 
了 四 
J (wo Ssing)=— zi EL 和 sing] | ， (0<0<<m 
故 有 
二 jt|< 4sing, 
a (esi —e & 
去 hh (% Ssing)e wdw = 人 Nt ) 8 
0， ltl> sing, 
(4.3.18) 


考虑 到 sinwr 一 直 (e” 一 e…) 和 关系 式 
| ef (we dw = f(t— a) 
再 利用 式 (4. 3. 18) 所 示 结 果 , 矶 人 3.13) 的 傅 里 叶 逆 变 换 


Holr,0,t) =— psL Hi) — Hi(t)], 0<0<x, 


5 
(4.3.19) 
其 中 
Er ， |z 士 zl 入 全 sing， 
sing 1 — (2 +4) 
Hs 0) = N (sing) — +5 (4. 3. 20) 
0， I#+r|> sing, 
有 e=t—R. 
< 


由 式 (4. 3. 19) 和 (4. 3. 20) 可 以 看 出 ,在 = 土 r 寺 sing 时 可 观察 到 辐射 的 


奇异 性 ,由 :一 (到 二 各 sin) 一 士 + 可 以 推断 ,奇异 性 是 由 于 :一 士 + 时 电流 的 突 
变 引 起 的 ,而 且 其 贡献 来 自由 观察 点 与 = 轴 所 决定 的 平面 和 电流 环 相交 的 两 处 
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电流 元 . 
$ 4.4 ”对 称 线 天 线 的 瞬 态 辐射 


对 称 线 天 线 是 线 天 线 的 一 种 基本 形式 ,其 辐射 特性 决定 于 天 线 上 的 电流 分 
布 和 随时 间 的 变化 形式 . 现在 分 析 当天 线 上 的 电流 非 时 谐 变化 时 所 产生 的 辐射 
场 ,主要 分 析 的 基本 形态 是 行 波 电流 . 

设 有 一 置 于 真空 中 长 度 为 2L 的 对 称 线 天 线 , 其 坐标 表示 如 图 4-3 所 示 . 


图 4-3 对 称 线 天 线 的 坐标 表示 


对 称 中 心 有 一 激励 ,使 线 上 产生 如 下 的 线 电流 分 布 
T(z,t) = To 一 |z|/c). (4.4.1) 
显然 ,这 种 行 波 分 布 在 :i/c, 1<L 的 时 间 段 内 是 正确 的 ,我 们 首先 限定 在 这 个 
时 段 内 考察 该 线 天 线 的 辐射 场 分布 . 
仍然 采用 经 典 的 方法 , 即 先 求 得 频 域 解 , 然 后 再 变换 到 时 域 ,为 此 先 求 得 电 
流 I(z,t) 的 傅 氏 变换 
fed) = [rperd = jerl:!, (4.4.2) 
其 中 
Tu) = 三 re oe dt 一 三 LDer dt. 


由 式 (1.4.11) 可 知 , 该 电流 在 观察 点 的 矢量 位 函数 为 
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Ar 一 站 .rw) = 名 ede 
0 Ra) R47, 
2 名 hw [a+] .4 
其 中 尺 一 [2 十 (z 一 z)?]. 根据 电流 分 布 的 特点 可 知 , 天 线 所 激发 的 磁场 在 圆柱 


坐标 系 中 只 有 ?方向 分 量 ,而且 


二, = hb, =— 1 8A.. (4.4.4) 


pm ap 
把 式 (4.4.3) 代 入 上 式 , 可 得 
ew =o 和 基 -二 Je jm?[ 菇 -让 ]e 


-ef lg po Sl E ,RR w]e | 


_i(w) [: 一 zsw R— (zt+)) em] 
4rp r R; 


-i + (z—D) un _ ze] 
dnp R 


一 卫 (o) [zee — (1 + cosbi er m+ — (1 — cosb, ets+0 ], 
4rp 
(4.4.5) 
其 中 
Ri=[p+(z—D)], R= [p+(z+D)], 
cosb; = (z 一 D/R, ， cosbs = (z+L)/R;. 


利用 无 源 区 域 的 麦克 斯 韦 方程 Y X 甩 = 一 iweoEE, 可 求 得 在 圆柱 坐标 系 中 的 
电场 分 量 为 
A 1 af, > 1 
E= liweo Er E: iweo p a Cpl), 
于 是 可 由 式 (4. 4. 5) 求 得 
Elr,w) = C2cose” — (1 + cosb, ) cosgi ea 
— (1— cosb,)cosb,e*®1? ] 
_ L,(w) Fsing, am — Sinbs acreto 
pr 如 6) 
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i 


E.(r,w) = [2singe™ — (1++ cosb )singl es ™™? 


一 (1 一 os sllu eet ] 


加 2 (0 [0 (Rt) COS it 0]， (4.4.7) 
jweodrl Rr © Ri a 


其 中 = (po/eo). 
把 电场 投影 到 球 坐标 系 中 ,可 得 


E, 一 尼 sing 十 忆 cosg， 
E, = E,cos0 — Esing. 
为 了 简化 ,把 结果 通过 图 4-3 中 所 示 的 a, 和 a, 表示 ,最 后 可 得 


wi(w) [Seo t ORD Sinaz (on Win 3] 
E,(r,w) yi 尽 2 R, tan Fe 
jo (w) cosa (RI+D _ COSaz eo], 
二 a 一 4.4. 
re RE 人 


cot 


， -i [2 Ww cosa Ot NaatD Coste an Wun | 
Eslr,w) 本 pe 已 2e Rr tan 3 


Lo) [你 wm+o — Sinas egstD | (4.4.9) 


jweodr Ri 及 
对 式 (4.4.5),(4.4.8) 和 (4.4.9) 进 行 傅 里 叶 逆 变 换 , 便 得 到 在 球 坐 标 系 中 
表示 的 辐射 场 的 时 域 结 果 


1 cot 色 二 tan 多 友 
Hn) = 起 ST 5)- RR ‘) 六 于 (一 :十 5 
(4.4. 10) 
Eslr,i) = 到 [二 (一 二 ) Rot Gn (~ Bt!) 
一 nn (一旦 二 人 )] 
二 [ 登 o( 一 Bt) Sea 人 :一 十 人]， 4.4.11) 


1 [sa( -到 二 Soseal +)], (4.4.12) 
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其 中 QCD 一 | _IC dr， 它 是 在 时 间 + 内 的 积累 电荷 

现在 我 们 对 所 得 结果 进行 简单 分 析 , 以 便 了 解 瞬 态 辐射 的 一 些 基本 特性 . 首 
先 ,再 , 的 表达 式 (4. 4. 10) 共 由 三 部 分 组 成 : 由 到 达观 察 点 的 时 间 可 以 看 出 ,其 
中 第 一 项 表示 由 天 线 中 心 电 流 产生 的 辐射 ;由 于 I(t 一 1/c) 表 示 t 时 刻 = 一 ! 处 
的 电流 ,所 以 第 二 项 表示 天 线 上 臂 电流 所 达到 的 最 上 端 二 ! 处 所 产生 的 辐射 ; 
类 似 的 道理 可 知 ,第 三 项 则 表示 天 线 下 臂 电流 所 达到 的 最 下 端 == 一 处 产生 的 
辐射 . 以 上 结果 在 图 4-4 中 得 到 表述 . 


i 


a | 
二 (Rer1- 


图 4-4 巾 态 辆 射 场 


由 式 (4. 4.10) 直 接 可 以 看 出 ,电流 端点 产生 的 辐射 场 的 大 小 ,与 端点 到 观察 
点 的 距离 7 成 反比 ,这 与 时 谐 场 的 远 区 场 相似 . 我 们 在 分 析 过 程 中 并 没有 作 远 区 
近似 ,所 得 结果 对 远 区 和 近 区 都 是 成 立 的 ,这 反映 出 稳 态 辐射 与 上 退 态 辐射 的 差 
别 . 观察 E。 的 表达 式 (4.4. 11) 即 可 发 现 ,除了 与 H, 一 样 有 3 个 辐射 点 外 ,还 有 
由 电流 的 两 个 端点 处 电荷 所 产生 的 辐射 ,它们 的 强度 与 端点 到 观察 点 距离 的 平 
方 成 反比 ,这 与 似 稳 场 相似 . E, 的 特点 是 , 它 不 包含 中 心 电 流 所 产生 的 辐射 ,或 
者 说 中 心 电 流 的 辐射 场 没有 E, 分量. 纵 观 以 上 结果 可 以 发 现 ,所 设置 的 脉冲 电 
流 在 天 线 上 传播 的 过 程 中 不 产生 辐射 ,这 是 因为 在 这 段 时间 内 电荷 作 匀速 直线 
运动 . 

由 图 4-4 不 难看 出 ,中 心 电 流 的 辐射 场 最 先 到 达观 察 点 ,所 以 在 电流 端点 辐 
射 场 尚 未 到 达观 察 点 而 只 有 中 心 辐射 场 的 这 段 时 间 ,观察 点 处 的 辐射 场 为 


(4.4.13) 
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这 表明 ,在 这 一 时 段 内 ,辐射 波 的 波 前 为 球面 ,其 幅度 按 1/p 的 规律 衰减 . 而 且 电 
场 与 磁场 相互 秋 直 ,其 比值 等 于 波 阻 抗 ,这 与 时 谐 场 的 远 区 场 相似 .但 是 ,对 瞬 态 
辐射 场 而 言 , 这 一 时 段 辐射 场 的 以 上 特性 并 不 分 远 场 还 是 近 场 . 

以 上 讨论 的 辐射 特性 只 在 :<L/c 时 是 正确 的 ,因为 此 后 电流 将 在 天 线 的 终 
点 产生 反射 ,天 线 上 的 电流 不 再 是 行 波 . 考虑 反射 电流 存在 时 的 天 线 辐射 ,也 可 
用 类 似 的 方法 进行 讨论 ,其 特性 与 行 波状 态 相 比 将 发 生 明显 的 变化 . 要 想 不 受 限 
制 地 维持 行 波 状态 ,条 件 是 要 么 天 线 为 无 限 长 ,要 么 终端 接 全 吸收 负载 ,而 这 在 
实际 上 是 不 可 能 办 到 的 . 


$ 4.5 对称 圆柱 天 线 的 瞬 态 辐射 
上 一 节 所 分 析 的 线 天 线 是 一 种 理想 化 的 模型 . 对 于 实际 的 天 线 结构 ,其 横向 


尺度 的 影响 有 时 不 能 忽略 . 本 节 所 讨论 的 圆柱 天 线 就 计 人 了 天 线 的 半径 a. 但 
是 ,为 了 简化 处 理 , 还 是 假定 ka<<1. 天 线 的 坐标 如 图 4-5 所 示 . 


图 4-5 对 称 圆 柱 天 线 


和 上 节 一 样 ,我们 假定 天 线 足够 长 ,在 观察 的 时 间 段 内 天 线 电流 尚未 到 达 终 
端 , 故 不 必 考虑 终端 对 电流 的 反射 作用 . 设 天 线 的 对 称 中 心 无 限 罕 的 间 耻 处 接 人 


一 理想 电压 源 , 其 电动 势 为 U(z) ,内 阻 为 零 ,在 频 域 用 女 (w) 表 示 . 
由 于 天 线 很 细 ,可 认为 电流 只 有 = 分 量 , 于 是 矢量 位 4 也 只 有 z 分 量 . 由 此 
可 推 知 ,天 线 所 激发 的 场 在 柱 坐标 系 中 仅 有 五 。,E. 和 三 。 分 量 . 由 频 域 麦 克 斯 韦 
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方程 可 推 知 ,这 些 场 分 量 之 间 存 在 以 下 关系 


jweo E, (rw) = B, ro) 


iweo Er,w) 一 记名 [eds], (4.5.1) 
a EF a 
iwpo HCrsw) = BE, rw) 一 Er 
根据 所 给 的 激励 条 件 , 又 有 
E.(a,z,w) =— Uw)6(z). (4.5.2) 


由 给 定 的 电流 分 布 和 天 线 结构 的 旋转 对 称 性 可 推 知 ,所 有 场 分 量 均 与 
89 无关. 为 了 进一步 分 析 的 方便 ,运用 传 里 叶 变 换 再 隐 去 一 个 空间 变量 =*， 如 


对 应 ,Cp,z,w) 作 以 下 变换 
Hob0) = 人 站 (ozo)esdz (4.5.3) 


为 了 简化 表示 符号 ,这 里 对 新 的 变换 域 没有 采用 新 符号 , 仅 用 参量 5 表示 其 差 
别 . 当 对 其 他 场 量 也 采用 同样 变换 后 ,可 由 式 (4. 5. 1) 得 到 


weoE, Cp, 1w) =— tH ,Cp, Cw), 


a ;1】 er 方 
weoE. (pb,w) = i EC 


(4. 5.4) 
op 站 (poto) =— HE, pto) 十 这 人 of 
式 (4. 5. 2) 的 变换 则 是 
ECa,¢,w) = 一 亡 (w). (4. 5.5) 
由 方程 组 (4. 5.4) ,可 以 得 到 EE.(p,5,w) 所 满足 的 方程 
[BE + (8 — bE.Cp,t,w) = 0. (4.5.6) 


这 是 一 个 零 阶 贝 塞 尔 方程 . 考虑 到 我 们 所 选择 的 谐 波 分 量 与 时 间 的 关系 ,可 把 在 
po>a 的 区 域 的 解 选 作 

E.(p,¢,w) = CH (pV —&). (4.5.7) 
利用 激励 条 件 (4. 5. 5) ,可 以 确定 

C=—DU(w/HY (av 三 一 交 )， 
从 而 得 到 在 < 域 中 的 解 为 


~ Hw /er 
Ecp,t,w) =— DC) HE (pve) (4. 5.8) 
HP (a = 6) 
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变换 回 到 原来 空间 , 即 得 
Bozs0) =— CO HPV wa (4.5.9) 
E.(p,z,w) Zr -Ra Ey) 和 
式 中 被 积 函数 在 5 二 士 & 是 奇异 的 ,积分 实际 上 不 存在 ,因为 积分 路 径 通过 
奇 点 . 对 该 问题 的 处 理 方法 可 以 是 改 用 索 末 菲 积分 路 径 , 如 以 前 所 做 的 
那样 . 
直接 求 式 (4. 5. 9) 的 积分 是 很 困难 的 ,可 用 最 速 下 降 法 求 其 近似 值 . 为 此 我 
们 仅 考虑 远 区 场 , 这 时 可 令 po 一 co, 于 是 可 把 HS? 函数 用 大 宗 量 近似 式 代 替 . 


由 于 
Hb (z) ~ /2 eet) ， |zj—o~, 
nz 


从 而 可 把 式 (4. 5.9) 近 似 地 表示 成 
Dw) Ee Vae't ewe( VB?) dt 
2 VroVki— tH (av 太一 到) 


三 ADe ds, (4.5.10) 


E.(p,z,w) = 


其 中 
Uw) Vaetew 
2 VroVi EH aVR ry 
ql) = iVB—&. (4.5.12) 
由 $3.4 中 所 述 最 速 下 降 法 原理 可 知 ,由 9 一 0 可 确定 该 问题 的 鞍点 为 
一 0. 若 令 


(WD (4.5.11) 


Te ) ae% ， 


则 由 式 (4. 5.12) 可 导出 ,a==1/k ,8 二 /2. 由 此 可 确定 最 速 下 降 路 径 通 过 鞍点 
时 的 方向 角 为 

3x 
4 4 
由 此 可 判定 ,由 索 末 菲 路 径 变 到 最 速 下 降 路 径 不 会 扫 过 被 积 函 数 f(5) 的 奇 点 . 
由 于 鞍点 是 一 阶 的 ,可 根据 [2,9] 中 关于 最 速 下 降 法 的 近似 积分 值得 


[3 


三 二 和 负 二 人 二: 
4 一 2 士 2 


去 ; /2 (8) 一 笑 .Dw) er 
E.(p,z,w) A ay ys ey FE 3. 
zywo) sj Te i np HE CRa) (4. 5. 13) 


如 果 给 定 了 U(4) 或 避 (w), 则 原则 上 可 对 上 式 求 伟 里 叶 逆 变换 ,从 而 得 到 
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E.(p,z,t). 但 是 ,这 不 是 一 件 轻 而 易 举 的 事情 ,尤其 更 难 求 得 解析 表达 式 . 尽管 
如 此 ,我 们 还 是 可 以 给 出 一 定 的 分 析 , 以 得 到 某 些 基 本 结论 . 

把 天 线 视 做 一 个 时 不 变 线 性 系统 ,可 由 式 (4. 5. 13) 导 出 它 的 传递 函数 . 为 了 
使 传递 函数 与 p 无 关 , 定 义 一 个 新 传递 函数 S(w) ,其 值 为 


saw)= 反正 人 - =— CH (ka). (4. 5.14) 


从 原 传递 函数 中 消去 因子 e*% ,相当 于 把 时 间 起 点 推移 到 p/c. 根据 假定 ha<1， 
可 以 把 式 (4. 5.14) 中 的 HS? (koa) 用 小 宗 量 时 的 近似 式 代替 , 则 有 


SCo) ~ mn( 坚 ). (4. 5. 15) 


这 说 明 ,S(w) 与 w 之 间 是 对 数 关系 , 即 它 随 w 的 变化 是 平缓 的 . 这 一 结果 意味 
着 ,该 系统 对 输入 信号 的 频谱 分 布 影响 不 大 . 也 就 是 说 ,辐射 场 的 波形 与 天 线 的 
激励 源 的 波形 U(z) 没 有 明显 的 改变 . 这 一 结果 是 可 以 预想 到 的 ,因为 我 们 的 分 
析 是 在 kaK1 的 条 件 下 进行 的 ,这 种 情况 与 上 面 分 析 的 线 天 线 的 性 能 应 该 比较 
接近 . 
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从 前 面 所 作 的 分 析 可 知 , 为 使 天 线 系统 的 时 域 辐射 场 保持 外 加 激励 信号 的 
波形 ,必须 维持 天 线 电流 的 行 波状 态 , 亦 即 消除 电流 在 天 线 终端 的 反射 . 达到 上 
述 目标 的 一 种 方法 是 在 天 线 终端 加 一 定 的 负载 ,这 是 一 种 集中 加 载 方式 ,其 缺点 
是 只 对 频谱 宽度 较 窜 的 激励 信号 有 效 . 为 了 扩大 有 效 频带 ,又 提出 一 种 用 电阻 材 
料 构造 的 天 线 , 这 是 一 种 分 布 加 载 方 式 .下面 对 分 布 加 载 细 柱 天 线 的 瞬 态 辐射 特 
性 进行 分 析 . 


4.6.1 维持 行 波 电流 的 加 载 条 件 


假设 所 讨论 的 天 线 结构 仍 如 图 4-5 所 示 , 只 是 现在 的 天 线 由 阻抗 材料 构成 ， 
且 其 长 度 为 2L. 天 线 单位 长 度 的 内 阻抗 是 坐标 = 的 函数 ,用 Zi(z) 表 示 . 首先 需 
要 知道 的 是 ,具有 怎样 的 内 阻抗 分 布 Z'(z) 才 能 维持 有 限 长 细 天 线 上 电流 的 行 
波状 态 . 由 于 已 设 天 线 足够 细 , 可 假定 电流 只 有 = 向 分 量 , 且 用 1(z,t) 表 示 . 和 以 
前 一 样 , 先 在 频 域 进行 分 析 . 

设 频 域 电流 为 1(z,w) , 则 由 矢量 位 与 电流 的 关系 可 知 ,4 一 38., 且 


i de 
Ar,o) = 癌 Fes) (4.6.1) 
dxJ-r 到 
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当场 点 取 在 天 线 的 外 表面 时 r=V(z 一 2 ) 十 .由 于 


~ /2 1 a 
Er) =iw(A+ 训 Vv A), 
且 在 天 线 表面 A. 仅 为 z 的 函数 ,于 是 有 
四 ye 
E.(z,w) = er (Be + )A., (4.6.2) 
另 一 方面 又 有 
E.(z,w) =— Uw)6z) + Zi(2)T(z,0), (4.6. 3) 


其 中 人 (ww) 为 天 线 中 心 * 一 0 处 所 加 电压 源 UCz) 的 储 里 叶 变 换 . 于 是 由 式 (4. 6. 2) 
和 (4. 6. 3) 可 得 
( 艺 十 B)A.Cz,0) = iweopo [Dw)6Cz) — Zi(z)Iz,w)], (4.6.4) 


由 A,(z,w) 的 表达 式 (4. 6. 1) 可 知 , 式 (4. 6.4) 是 关于 了 (z,w) 的 积分 方程 
由 于 场 点 取 在 天 线 表面 ,积分 (4. 6. 1) 的 被 积 函数 在 = 一 过 时 趋 于 无 限 大 ， 
故 积分 值 主要 取决 于 在 x 二 x 邻 域 的 积分 ,在 此 邻 域内 了 (zx ,w) 1(z,w) ,并 可 
近似 地 假定 ,积分 结果 与 7(z,w) 成 正比 . 车 比例 常数 用 y 表示 , 则 式 (4. 6. 1) 中 
的 积分 可 近似 表示 为 
fiw ge 一 so (4.6.5) 


把 这 一 结果 代入 式 (4. 6. 4) 中 ,又 可 得 到 了 (z,w) 近 似 满足 的 微分 方程 
(中 十 )iee,o = es [Dace) 一 ZKz)iz,o)]， (4.6.6) 
当 z 关 0 时 ,上 式 为 
oa’ 2 iA4rweo vi 全 
[总 + + (2 Jicz,w =0, (4. 6.7) 
我 们 的 目的 是 ,选择 适当 的 Z'(z) 使 天 线 上 维持 行 波 电 流 . 设 频 域 的 行 波 电流 具 
有 形式 
Tz,w) = CL— |z|)es ll!, (4.6. 8) 
其 中 C 为 待定 常数 . 把 上 式 代 人 式 (4. 6.7) 即 可 得 到 


ce y 
2 = Fy: (4.6.9) 


这 便 是 在 天 线 上 维持 式 (4. 6. 8) 所 表示 的 电流 形态 天 线 必 须 有 的 阻抗 分 布 ,其 中 
加 二 Vpo/Veo，, 为 自由 空间 波 阻抗 .为 了 确定 式 (4. 6. 8) 中 的 待定 常数 C, 可 利用 
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洛 伦 兹 规范 条 件 (1. 3. 17). 在 天 线 表面 这 一 条 件 可 表示 为 


人 = iweopod (zs0). (4. 6. 10) 
由 于 已 设 


A.(zw) = 多 (zw)y, 
且 了 (x,w) 由 式 (4. 6.8) 给 出 , 则 由 式 (4. 6. 10) 得 到 
gzo) = koCL — C—ikCl|z|)es ll!. 
driweo 
当 z=0+ 时 ,有 
$07,w) = (ikoL— DC, (4.6.11) 
driweo 


由 于 对 称 性 ,在 天 线 中 心 有 癌 (w) =$(07 ) 一 $(0- ) 一 28(o+ ), 把 这 一 关系 代入 
上 式 , 即 得 


_ 2riweoU(w) 
yikoL—D" (4. 6.12) 
把 这 一 结果 代入 (4. 6. 8) , 即 可 得 到 
1 _ 2xiweoDo) A 
Ie)= Ym Dt |zl)e 
= _2rxiarD(w) 11 sl) ot 
-y(t (4.6.13) 


其 中 一半, 为 信号 通过 半 个 天 线 长 度 的 渡 越 时 间 . 


精确 地 考察 积分 (4. 6. 5) 不 难 发 现 ,y 并 不 是 常数 ,而 是 与 z 和 ww 有关. 例 
如 ,在 z=0 处 ,y 的 值 可 表示 成 
pS a , } 
p=- fz,w) de, R= (z+a)t, (4.6.14) 
es ”RR 


计算 表明 ,y 随 频率 的 变化 缓慢 ,这 就 说 明了 (z,w) 与 冲 (w) 的 频谱 接近 ,进而 


A.(zsw) 与 品 (w) 的 频谱 也 接近 ,从 而 使 这 种 分 布 加 载 结构 具有 较 宽 的 频带 
特性 . 
在 实际 应 用 中 常常 用 电阻 性 加 载 ,并 表示 成 


je 
Ri(z) = Tt (4.6.15) 


其 中 a=1yl/2x. 该 式 表明 ,Ri(z) 在 = 一 0 附近 其 值 最 小 且 变 化 比较 平缓 ,而 在 


116 皮 变 电磁 场 一 一 理论 和 计算 


|z| 接 近 工 时 迅速 增 大 . 加 载 电阻 过 大 会 带 来 一 些 问题 ,一 方面 实现 起 来 有 困 
难 ,此 外 也 影响 天 线 效率 . 


4.6.2 远 区 辐射 场 分 析 


详细 全 面 地 分 析 这 种 天 线 结构 的 辐射 场 有 较 大 的 难度 ,下 面 仅 就 一 定 条 件 
下 远 区 场 的 时 域 场 特 性 加 以 分 析 . 首先 ,通过 对 传递 函数 的 分 析 来 了 解 这 类 天 线 
的 某 些 特性 ,为 此 仍 用 类 似 式 (4. 5. 14) 的 传递 函数 的 定义 ,针对 现在 的 问题 定 
义 为 
Elrbyw) > 
Wo 
与 经 典 的 传递 函数 的 定义 相 比 ,e%" 的 作用 仅 是 使 起 始 时 间作 了 改变 ,因此 求 得 


SC0,w) 后 ,就 可 用 关系 


S(0,w) = (4. 6. 16) 


rEslr,0,w) = $(0,0)U(w) 
求 得 饭 . 另 一 方面 ,如 果 已 知道 了 天 线 上 的 电流 分 布 1z,w) ,就 可 通过 式 (4. 3. 4) 
求 得 已, 即 
ee. ee in] eer eae’, (4.6.17) 


其 中 并 z,w) 由 式 (4.6.13) 给 出 . 令 y=2xa, 则 有 
S(O) = sue (iar)2 六 01 -ee eo dz’, 


ra (1 — ior) 


再 令 人 人 
Sb = Te 3 (1— Ie elsl to gt, (4.6.18) 


ra(1 一 ior)J- 
如 果 只 考虑 6 一 /2 这 一 特殊 角度 , 则 有 
人 1 天 (iwr)? ae1 
人 
总 二 一 人 
四 起 (1+ 安 2). (4.6.19) 


由 此 很 容易 分 析 引 (去 ,wo ) 的 低频 和 高 频 特性 ,由 er 的 近似 展开 得 知 


(至 '%) 一 一 竹 ， 当 wr <1 时 ， 
(于 一 元， 当 上 六 1 时 
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由 此 可 见 , 在 低频 时 SC(x/2,w) 虽 然 与 频率 高 度 相关 ,但 辐射 很 弱 ;在 高 频段 


S(r/2,o) 几 乎 与 频率 无 关 ,可 近似 认为 是 非 色散 的 . 
为 了 具体 求 得 远 区 辐射 场 的 时 域 波形 ,需要 给 出 激励 电压 的 函数 表示 . 假定 
UU(#) 为 一 高 斯 脉冲 , 即 令 


有 
UQ) = ce 区 ， (4. 6. 20) 

则 有 

用 了 

D(w) =VarTe ™, (4. 6.21) 
从 而 可 知 

过 (于 ,)= 引 吾 ojTD(w) 
1 142 gre 
= 下 (+ 天 二 Br Te re. (4. 6. 22) 


为 求 得 rEs(w/2,t) ,需要 求 上 式 的 傅 里 叶 逆 变换 . 式 (4. 6. 22) 的 傅 里 叶 逆 变 换 
取决 于 以 下 两 部 分 的 逆 变 换 结果 , 即 


dD TVarTe Fe, (4. 6. 23) 
a iar nn 
lw) = TE VTe 人 (4. 6. 24) 
由 于 
11 
~ [=et, :>0, 
ei) = 小 1 ed 一 dr tn 


2r)-~ 1— iwr 


故 有 
f=+| cd 
| 
ft Ee TF WD 环 
= 二 [#(#-#)] dg. 
tt 
令 5= (太一 二 ), 则 有 


本 
广 CGD 一 Ie fev] ?ed (4. 6. 25) 


1 十 edf( 敌 ) = 于 ed， 


其 中 erf 表示 误差 函数 . 即 可 得 到 


利用 关系 
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一 了 工 一 严 [ Tert( 上 一 工 ] 
f(D) = Te te 了 [1+erf( 示 | (4. 6. 26) 


观察 j,(w) 与 方 (o) 的 关系 不 难 发 现 ,万 (9 与 f() 的 差异 仅 是 把 t 换 做 
t 一 rt. 这样 一 来 ,利用 式 (4. 6. 20) 和 (4. 6. 26) 便 可 得 到 


已 (至 四 = 直 | 全 一 下 got .hh re 点 (二 -二 )] 


(4.6.27) 
这 一 结果 显示 ,天 线 辐射 场 由 几 部 分 组 成 . 式 (4. 6. 27) 中 的 第 一 项 为 激励 源 
所 在 点 发 出 的 辐射 ,其 波形 就 是 激励 源 电压 随时 间 变 化 的 高 斯 脉冲 波形 . 从 天 线 
中 心 开 始 向 两 端 延 伸 是 连续 加 大 的 电阻 加 载 ,使 得 沿 天 线 运动 的 电荷 被 连续 减 
速 ,而 且 接近 终点 减速 迅速 加 大 ,由 此 便 产 生 了 其 余 两 项 所 表示 的 辐射 . 由 式 
(4. 6. 27) 还 可 以 看 出 ,如 果 天 线 无 限 长 , 即 rco, 则 近似 有 
rE,( 权 ,站 地 (4. 6.28) 
这 时 只 有 激励 中 心 发 出 的 辐射 ,其 波形 与 激励 源 相同 . 这 是 因为 ,当天 线 为 无 限 
长 时 按 式 (4. 6. 15) 设 定 的 电阻 将 变 得 无 限 小 且 均 匀 , 其 效果 接近 于 无 限 长 的 理 
想 导体 细 天 线 , 其 辐射 特性 与 式 (4. 4. 13) 所 示 的 结果 类 似 . 
如 果 0 天 r/2, 可 利用 式 (4. 6. 18) 求 得 结果 ,结论 基本 类 似 ,但 辐射 幅度 会 
减弱 . 
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到 现在 为 止 , 主 要 讨论 了 如 何 求 得 电磁 场 问题 的 时 域 解析 解 . 不 难 发 现 ,只 
有 对 一 些 较 简单 的 特殊 问题 才能 做 到 ,对 比较 复杂 的 问题 只 能 借助 于 数值 方法 
求 得 近似 解 . 一 种 较 早 使 用 的 数值 方法 是 先 求 得 频 域 数值 解 , 再 把 结果 变换 到 时 
域 . 求 频 域 数 值 解 的 方法 主要 有 求解 积分 方程 的 矩 量 法 和 求解 微分 方程 的 有 限 
元 法 . 把 频 域 数 值 解 变换 到 时 域 主要 采用 快速 傅 里 叶 变 换 法 (FFT), 此 外 , 奇 点 
展开 法 也 可 归 入 这 一 类 ,只 是 变换 的 方法 不 同 . 


§ 5.1 算 子 方程 近似 求解 的 加 权 余 量 法 


加 权 余 量 法 是 近似 求解 算 子 方程 的 一 系列 方法 的 总 称 , 其 主要 特点 是 直接 
从 算 子 方程 一 一 微分 方程 或 积分 方程 出 发 求 得 近似 数值 解 ,因此 有 非常 广泛 的 
用 途 . 内 域 积 分 形式 的 加 权 余 量 法 就 是 被 很 多 领域 广泛 应 用 的 矩 量 法 ,有 限 元 法 
的 一 个 主要 出 发 点 也 是 基于 加 权 余 量 原理 . 


5.1.1 加 权 余 量 法 的 基本 公式 


为 了 明确 起 见 , 仅 以 微分 算 子 方程 为 例 说 明 加 权 余 量 法 的 基本 原理 . 设 有 由 
线性 微分 算 子 A 和 B 构成 的 边 值 问题 
Au(r) =/(n, ren, 
Bu(r,) = g(r,)，rs E TCT 为 0 的 边界 )， (5.1.1) 
其 中 f(r) 和 g(r,) 均 为 已 知 . 这 是 一 种 确定 性 问题 的 形式 ,如 果 f(r) 一 Mzx(r) ,就 
成 为 特征 值 问题 . 若 用 近似 解 x” (r) 替 代 问 题 的 精确 解 u(r) , 则 在 一 般 情况 下 ， 
控制 方程 和 边界 条 件 都 不 会 得 到 精确 满足 ,把 由 此 产生 的 误差 称 为 余 量 ,并 分 别 
用 R. 和 R 表示 , 则 有 


R.Cr) = Au™ (r) 一 Fr)， 
Ri(ri) = Bu™ (7,) — g(r,). (5.1.2) 
对 精确 解 而 言 , 余 量 应 该 等 于 零 , 余 量 的 大 小 决定 于 近似 解 的 精确 程度 . 问题 是 
用 什么 方法 来 估算 余 量 的 大 小 呢 ? 余 量 作 为 r 的 函数 ,如 果 仅 要 求 在 平均 意义 
下 等 于 零 , 则 不 可 能 限制 实际 可 能 存在 的 最 大 误差 . 比较 合理 的 一 种 方法 是 对 余 
量 进行 加 权 平 均 , 从 而 更 有 效 地 控制 误差 . 
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加 权 余 量 平均 的 做 法 是 ,在 算 子 A 的 值 域 中 选取 线性 无 关 的 函数 序列 (w,) 
作为 权 函 数 ,然后 逐个 对 方程 的 余 量 R.(r) 作 内 积 ,并 用 权 函 数 边 值 的 适当 变换 
Prw,(m) 对 边界 条 件 的 余 量 进行 内 积 , 令 这 些 内 积 等 于 零 ,就 得 到 

《Raosya 十 (Roy,Pus)r = 0, p= 1,2,0 ms (5.1.3) 
此 式 被 称 为 加 权 余 量 法 的 基本 公式 . 满足 该 式 的 wx” (r) 就 称 做 所 求 问题 的 加 权 
余 量 近似 解 . 
式 (5. 1.3) 又 可 分 为 两 种 情况 , 若 所 选取 的 近似 解 已 经 满足 了 边界 条 件 , 只 
是 不 能 精确 地 满足 控制 方程 , 即 有 R,(m) 一 0, 这 时 方程 (5. 1. 3) 为 
(R.,w,)a 一 0， 
也 就 是 
(Au® Twn) = fw p=12m. (5.1.4) 
这 是 一 种 内 域 积 分 形式 的 加 权 余 量 法 ,或 广义 地 被 称 为 矩 量 法 . 

如 果 所 选取 的 近似 解 已 能 精确 地 满足 控制 方程 ,只 剩 下 余 量 R(m) 天 0, 由 
此 得 到 的 是 边界 积分 形式 的 加 权 余 量 法 . 下 面 仅 较 详 细 地 讨论 矩 量 法 , 由 于 积分 
方程 没有 单独 的 边界 条 件 问 题 ,所 以 矩 量 法 也 适用 于 积分 算 子 方程 的 近似 求解 . 


5.1.2 内 域 积分 形式 的 加 权 余 量 法 一 一 和 矩 量 法 


如 上 所 述 ,内 域 积分 的 加 权 余 量 法 所 选 的 近似 解 必 须 已 满足 边界 条 件 ,做 到 
这 一 点 并 不 总 是 容易 的 . 但 是 ,对 于 积分 方程 而 言 ,没有 单独 的 边界 条 件 , 因 此 运 
用 和 矩 量 法 求解 更 加 容易 . 也 正 因为 这 一 点 ,在 电磁 场 的 计算 中 矩 量 法 主要 用 于 求 
解 积分 方程 . 

为 了 表示 近似 解 ,需要 在 算 子 A 的 定义 域 2 中 选取 ? 个 线性 无 关 的 函数 以 
构成 序列 (g,) ,作为 未 知 函 数 近 似 解 展开 的 基 画 数 ,未 知 函 数 即 可 表示 成 


ao (Cr) 一 > cup.(Cr). (5.1.5) 
气 


如 果 A 是 微分 算 子 ,就 假定 w”(r) 已 经 满足 了 所 需 的 边界 条 件 . 这 时 内 域 积分 
的 加 权 余 量 公式 (5. 1. 4) 就 成 为 


人 = (f,w,)n, 
>=1 《5. 1.6) 
一 1,2，…m. 

对 于 特征 值 问题 ,相应 的 方程 具有 如 下 形式 


ne —A® (gp,,w,)0] = 0, 
Pe 


p= 1,2,.,n. 


(5.1.7) 


用 以 上 方法 构成 的 方程 组 (5. 1. 6) 和 (5. 1.7) 都 是 以 c, 为 未 知 量 的 代数 方 
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程 组 ,可 以 进行 数值 求解 . 所 以 , 矩 量 法 是 把 微分 或 积分 算 子 方程 化 作 代数 方程 
进行 求解 的 一 种 近似 方法 . 

权 函 数 序列 (ww,) 可 以 有 各 种 不 同 的 选取 方式 ,由 此 又 可 将 矩 量 法 分 为 几 种 
不 同 的 类 型 ,最 常用 的 有 以 下 三 种 : 

1. 伽 辽 金 (Galerkin) 法 

在 内 域 积分 形式 的 加 权 余 量 法 中 ,如 果 选 取 的 权 函 数 序列 (zw ) 与 基 函 数 序 
列 (g,) 相 同 , 即 

(WwW) = (gi), p= 1 2 

则 称 之 为 伽 辽 金 法 . 在 这 种 情况 下 , 式 (5.1.6) 与 (5.1.7) 为 


~ 一 (po， 


p= 1,2，wn 


(5.1,8) 


DallAp, sp Na —A" (gp,,p,)0] = 0, 
Cr (5.1.9) 


p= 1,2,e0 sn. 


这 一 方法 具有 较 高 的 精度 ,但 要 进行 大 量 的 积分 计算 . 
2. 点 配 法 
只 要 求 在 一 些 离散 点 上 使 方程 得 到 满足 的 方法 称 为 点 配 法 ,这 种 情形 相当 
于 选择 $ 函数 作为 权 函 数 序列 , 即 
wr) =r—r,), p= 1,2,°%,n. 
根据 6 函数 的 性 质 ,相应 的 确定 性 问题 和 特征 值 问题 的 加 权 余 量 近似 解 可 表 
示 为 


ch4p,(r) = For)， 
(5.1.10) 


p= 1,2, ns 
| —Am g(r,)] = 0, 
+ 


= 1,2,° on. 
显然 ,在 现在 的 情况 下 , 余 量 R.(r) 已 不 是 在 全 域 加 权 平均 意义 下 等 于 零 ， 
而 只 是 在 个 离散 点 上 等 于 零 . 这 样 ,所 求 的 近似 解 u(r) 也 只 是 在 个 离散 
点 上 才 满 足 方程 ,误差 的 大 小 与 数 的 大 小 直接 相关 . 这 种 方法 的 优点 是 免 去 了 
繁杂 的 内 积 计算 ,缺点 则 是 精度 较 差 . 
3. 子 域 法 
如 果 把 解 域 分 成 一 定 的 子 域 , 只 要 求 在 每 个 子 域内 余 量 的 算术 平均 值 等 于 


(5.1.11) 
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零 , 即 相当 于 取 权 函数 为 


1，re Apw， 
wn= | 
0, rEAnp, (5.1.12) 


p=1,2, ns Dann = 
在 这 种 情况 下 , 式 (5.1. 6) 和 (5.1.7) 成 为 “ 
地 sj ja， (5.1.13) 
lz 二 1,2，…my 
[ 


Sel arao- jao]- 由 (5.1.14) 
| 1 2 

这 种 子 域 法 的 优点 在 于 使 内 积 的 积分 域 缩小 为 子 域 ,上 且 权 函 数 在 子 域 中 便 
等 于 1 ,使 积分 过 程 得 以 简化 . 但 是 ,由 于 只 要 求 在 每 个 子 域 中 余 量 的 算术 平均 
值 等 于 零 , 使 得 它 未 必 比 点 配 法 更 优越 . 

以 上 仅 是 矩 量 法 的 基本 形式 ,根据 不 同 的 问题 和 不 同 的 需要 可 选取 各 种 类 
型 的 基 函 数 和 权 函 数 ,这 也 正 是 矩 其 法 在 求解 电磁 场 问题 时 其 作用 发 挥 得 丰富 
多 彩 的 重要 原因 . 


5.1.3 有限 元 法 的 基本 原理 


有 限 元 法 也 是 加 权 余 基 法 思想 的 一 种 发 展 ,其 原理 之 一 就 是 以 加 权 余 量 法 
为 出 发 点 ,只 有 基 函 数 的 构造 有 其 独特 之 处 . 

有 限 元 法 的 特色 之 一 是 把 解 域 划 分 为 有 限 个 基本 单元 ,然后 在 每 个 单元 内 
构造 其 未 知 函 数 展开 的 基 范 数 . 以 二 维 平面 解 域 为 例 ,其 基本 单元 常常 选 为 三 角 
形 , 因 为 它 比 较 容易 逼近 复杂 形状 的 任意 边界 . 

现在 考虑 任意 一 个 三 角 单 元 ,其 3 个 顶点 的 坐标 分 别 为 

(zl )，(zayyz)， (rs sy3). 
三 个 项 点 1,2,3 的 排列 按 逆 时 针 顺 序 , 以 保证 用 下 式 表示 的 三 角形 的 面积 4 是 
正 的 , 且 


(5.1.15) 


Ts Ys 
若 未 知 函数 x(z,y) 在 3 个 顶点 的 值 分 别 记 做 ww ,ws 和 zw ,而 其 内 部 任 一 点 的 值 
用 线性 插值 函数 

u(xsy) =B +Bzr+hy (5.1.16) 


第 五 章 。” 频 域 数 值 解 到 时 域 的 变换 123 


表示 , 则 有 
ww = +Bzi+By, 
ws = ht+phz thy, (5.1.17) 
us =B+Rhzr th ys. 
由 此 可 解 得 
ph= 去 Comw 十 azzz 十 aszxs)， 
及 = 击 Cm + bus + bus), (5.1.18) 
R= 直 (em + cu 十 cm)， 
Qi 一 Zzys TY, b=ys— ys, CZ TI, 
其 中 =TN Ty b= dc=z zy, (5. 1, 19) 
QTY Ty b=y—y:, GT Tl 
把 式 (5.1. 18) 代 入 式 (5.1. 16) , 即 得 到 
xu(z,y) = Ni 十 Na 十 Na， (5.1.20) 


其 中 


Ni(z,y) = 让 (a +bhz+ay), 
Na(z,y) = 址 (os 十 bz 十 cy)， (5.1.21) 


Ni(z,y) = 去 (@ +bz 二 cy). 


我 们 称 之 为 形 函 数 , 它 们 仅 与 单元 顶点 的 坐标 有 关 . 由 式 (5. 1, 20) 可 知 ,一 个 三 
角 单 元 的 形 函 数 就 是 该 单元 内 未 知 函 数 展开 的 基 函 数 ,其 展开 系数 就 是 单元 顶 
点 未 知 函 数 的 值 . 
这 样 一 来 ,每 个 单元 都 有 自身 的 基 范 数 ,其 中 的 未 知 函 数 用 该 基 函 数 进行 展 
开 . 对 全 域 而 言 ,总 的 基 函 数 由 各 单元 的 基 函 数 联合 构成 ,全 域 的 未 知 函 数 就 由 
这 个 组 合 基 函 数 展开 ,其 系数 就 是 单元 各 顶点 上 的 未 知 函 数值 . 
如 果 令 
N= (Ni,N;,N;), 
WU= (usu yzs)T， 
则 式 (5. 1. 20) 可 以 写 做 
u(r,y) = Neu. (5.1.22) 
如 果 待 解 的 是 边 值 问题 (5. 1. 1) , 则 每 一 个 单元 的 A 可 由 控制 方程 所 产生 
的 余 量 Rs 表示 为 
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Rs = ACN .一 太 (5.1.23) 
如 果 选 权 函 数 为 w, 则 按 加 权 余 量 法 的 要 求 ,应 该 有 
(Rssw) = [Jeswazay 


训 站 [aov “0) — fjwdzdy = 0. (5.1.24) 


若 采 用 伽 辽 金 法 , 即 可 选 w 二 N, ,其 中 m 可 以 是 1,2 和 3. 给 每 个 单元 一 个 
编号 /, 当 全 域 共 分 个 单元 时 , 则 对 全 域 而 言 ,有 


Dp [ov “wu)— ff JNadzrdy = 0. 5. 4225) 
| 2 


值得 注意 的 是 ,这 样 表示 的 未 知 函 数 并 没有 自动 地 满足 边界 条 件 , 但 落 在 边界 上 
的 单元 顶点 的 未 知 函 数 按 边界 条 件 是 已 知 的 ,可 把 这 些 条 件 直接 加 到 方程 中 去 ， 
最 后 导出 未 知 量 所 满足 的 代数 方程 . 

有 限 元 法 的 另 一 个 出 发 点 是 变 分 原理 , 先 把 要 求解 的 微分 方程 的 边 值 问题 
化 作 等 价 的 泛 函 的 极 值 问题 ,而 由 后 者 导出 所 需求 解 的 代数 方程 . 

假定 所 需求 解 的 算 子 方程 为 


Aulr)= Jr)，rEn. (5.1.26) 
若 A 为 自 伴 的 正 算 子 , 则 方程 (5. 1. 26) 与 泛 函 
J[u] = (Auyw) 一 (up — (fsu) (5.1.27) 
的 极 小 值 问题 等 价 . 对 于 实 函 数 , 上 式 成 为 
J[u] = (Au,u) — 2(u, 7). (5. 1.28) 


由 变 分 理论 可 知 , 泛 函 J[u] 取 极 值 的 必要 条 件 为 
d[u]=0. (5. 1.29) 
基于 变 分 原理 的 有 限 元 法 ,就 可 由 此 方程 出 发 构造 有 限 元 方程 . 
和 前 面 一 样 ,也 是 先 把 解 域 2 划分 为 ”个 基本 单元 ,然后 构建 单元 的 形 函 
数 , 用 以 作为 未 知 函 数 展开 的 基 函 数 . 若 以 二 维 问题 为 例 ,就 像 上 面 所 做 的 那样 . 
在 求 得 了 式 (5. 1. 28) 之 后 ,可 求 得 任 一 单元 A, 的 泛 函 表达 式 


JaLu] = uaazay —2 [raray， (5. 1. 30) 
其 中 /为 单元 编号 . 于 是 ,全 域 的 泛 函 式 即 为 
J[x] = ey (5.1.31) 
fet 


而 泛 函 取 极 值 可 通过 改变 单元 顶点 上 未 知 函 数 的 值 来 实现 ,于 是 待 求 的 函数 
满足 
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ax[ 四 -= > as Le] 一 r= A 

5 (5.1.32) 
其 中 为 未 知 量 w 的 编号 . 由 此 可 建立 起 以 单元 顶点 函数 值 为 未 知 量 的 代数 广 
程 , 称 为 有 限 元 方程 . 


有 限 元 法 的 这 一 种 原理 的 前 提 是 必须 先 求 得 原 问题 的 等 效 变 分 问题 ,而 这 
一 点 并 不 是 对 所 有 的 问题 都 能 做 到 的 , 故 有 一 定 的 局 限 性 . 相 比较 而 言 ,建立 在 
加 权 余 量 法 基础 上 的 有 限 元 法 却 没有 这 一 限制 . 


§ 5. 2 ” 频 域 积分 方程 及 其 矩 量 解法 


在 求解 电磁 场 问题 的 频 域 数 值 方法 中 ,用 和 矩 量 法 求解 电磁 场 积分 方程 是 发 
展 最 完善 ,用 途 最 广泛 的 方法 之 一 . 积分 方程 法 最 主要 的 优点 是 对 有 些 问题 的 解 
域 维度 可 以 降低 ,从 而 可 大 大 减少 未 知 量 的 个 数 . 由 于 这 种 方法 在 很 多 计算 电磁 
学 的 书籍 中 都 有 详细 论述 ,同时 也 考虑 到 后 续 章节 的 需要 ,这 里 只 作 简要 说 明 . 


5.2.1 表面 积分 方程 


考虑 分 区 均匀 媒质 中 的 电磁 场 ,以 S 为 边界 的 区 域 V 内 为 一 种 均匀 媒质 ， 
其 外 部 为 另 一 种 均匀 媒质 . 设 S 面 外 的 媒质 特性 由 e 和 /7 描述 ,区 域 V 内 分 布 
有 电流 源 J(r) ,将 S 外 的 无 限 大 曲面 用 Si 表示 . 
对 于 频 域 电磁 场 ,我 们 的 出 发 点 是 方程 
VX E(r) = ioH(r), 《5. 2. 1) 
VX H(r) =— iweE + J(7). (5.2.2) 


为 了 简便 ,在 本 章 讨论 频 域 方 法 时 ,我们 不 再 特别 标 出 频 域 量 ,而 采用 时 域 


中 同样 的 符号 . 只 要 记 住 这 项 声明 ,就 不 会 产生 混乱 . 
由 式 (5. 2. 1) 和 (5. 2. 2) 容 易 导出 S 面 外 部 电场 所 满足 的 方程 


VXVXE(r)— REr) = ioJ (7), (5.2.3) 
利用 满足 下 列 方程 的 格林 函数 G(r,r) , 即 

VIG(r,r) 一 已 GCrr) = 一 (rr)， 《5. 2. 4) 
和 矢量 格林 定理 可 以 得 到 


, (7r’) 
[icrc )+ec vc]ar 
二 | [一 iopGn X HO) — nx Er) XVG—n. EC(r’) VG]ds' 
i 


= Er),r €V. (5. 2.5) 
用 类 似 的 方法 ,还 可 以 得 到 
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| ro xvalaw'+ 
| [~ iweGn X E(r)+nX H(r) XVG+n: Hl(r) VG]dS’ 
Sts 


= H(r),r €V, (5. 2. 6) 
其 中 为 S 面 的 法 向 单位 矢量 . 
对 于 电磁 散射 问题 ,S 面 所 包围 的 为 散射 体 ,在 有 限 距 离 内 没有 源 存在 ,只 考 
虑 来 自 无 穷 远 的 人 射 波 . 在 这 种 情况 下 , 式 (5. 2.5) 和 (5. 2.6) 中 的 体积 分 均 为 零 ， 
而 在 Sw 上 的 面积 分 就 是 人 射 波 . 若 用 严 和 五 表示 人 射 波 的 电场 和 磁场 , 则 有 
E'(r) +| LiopGn xX HY) HnxEr) x VG+n. Er) VG]ds’ 
=Er), r€éyV, (5.2.7) 
Hi(r) +|.C jweGn X E(r) +nX H(r) XVG+n. H(r) VG]dSs’ 
=H(r), r€éV. (5.2. 8) 
通过 以 上 方程 ,把 空间 的 场 通 过 对 S 面 上 场 的 积分 表达 出 来 ,但 是 S 面 上 
的 场 还 是 未 知 的 , 故 这 种 表示 还 只 是 形式 上 的 . 
为 了 导出 S 面 上 的 场所 满足 的 表面 积分 方程 ,需要 将 观察 点 + 移 到 S 面 上 . 
由 于 G 的 奇异 性 ,这 可 能 导致 面积 分 的 发 散 . 当 处 理 了 这 种 奇异 性 后 , 便 可 得 到 中 


Ei(r) 一 P.V. | iouGJ,(r) 二 Mr') x YG — 去 Vo Jr) VGJdS’ 
E 鸭 


En, YES (5.2.9) 


Hi(r) 十 P. | Euscwser +Jr)xvG+-v。 M,(r’) VG]dSs’ 
wp 


e| 一 


H(r), rE€S, (5.2.10) 


其 中 P., V. 表示 主 值 积分 . 了 ,二 nXHH, 为 S 面 上 的 等 效 面 电流 ;M. 二 一 nXE, 为 
S 面 上 的 等 效 面 磁 流 . 
如 果 散 射 体 为 理想 导体 , 则 在 S 上 电场 需 满 足 边 界 条 件 nXE=0, 于 是 得 到 


nx Er)+nxXP.V. | Lim, tr YG 
+ VGdr,r)]ds' =0, res, (5.2.11) 


nx H(t+nxP.V. [a x VG(r,r)dS' = BAGE res. 


(5. 2. 12) 
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在 这 些 方程 中 ,只 有 J. 为 未 知 量 , 故 这 些 方程 成 为 J 的 积分 方程 . 
5.2.2 辅助 函数 表示 的 积分 方程 


借助 于 矢量 势 函 数 建立 电磁 场 的 积分 方程 是 另 一 种 常用 的 方法 ,下 面 用 此 
方法 讨论 前 面 的 电磁 散射 问题 ,并 仍 用 上 面 约定 的 符号 . 若 用 E' 和 H' 表示 在 
人 射 场 E' 和 了 H 的 作用 下 散射 体 在 无 界 空间 中 产生 的 散射 场 , 则 空间 中 的 总 场 
巨 和 五 为 


E(r) = E(r)+E(r), H(r) = Hi(r)+H:(r), (5.2.13) 

而 根据 等 效 原理 和 8$ 1. 3 中 的 结果 ,散射 场 可 表示 为 
4: 一 pT Gr Yds’, (5. 2. 14) 
42 一 | M.(r Gr rds’, 《5.2.15) 


其 中 J 和 M, 为 S 面 上 的 等 效 面 电流 和 等 效 面 磁 流 . 如 果 散 射 体 为 理想 导体 ， 
则 M, 一 0, 于 是 有 


已 一 io(4 十 直 vY 4)， (5.2.16) 
下 一 二 YX4 (5.2.17) 
再 利用 式 (5. 2. 13) , 即 可 得 到 
EC = Ei(r) +iw(A'+ 店 VV*A'), (5.2.18) 
H(r) = 于 (十 二 wx 人， (5.2.19) 


再 利用 理想 导体 的 边界 条 件 nXE=0, 可 由 式 (5. 2. 18) 得 到 


EAAZ YE rE€ES. (5.2.20) 
由 式 (5. 2. 14) 可 知 , 该 方程 是 关于 J 的 积分 方程 . 利用 条 件 J 二 nX 互 ,可 由 式 
(5., 2. 19) 得 到 另 一 种 关于 J, 的 积分 方程 


nxXH(D+linXvxA Jn, res. (5.2.21) 
A 


对 于 无 限 长 的 理想 导体 柱 , 当 入射 波 乔 直 于 导体 柱 时 , 便 成 为 二 维 电磁 场 问 
题 . 若 柱 体 沿 = 轴 放 置 ,而 人 射 波 电场 只 有 已 . 分 量 , 则 称 为 TM 波 . 这 时 导体 柱 
上 的 等 效 面 电流 只 有 = 向 分 量 , 且 V。 J 二 0, 相 应 的 有 V， A* 一 0, 于 是 这 时 的 
积分 方程 成 为 


nxXEl(r) =—nXiw (4+ 


El(p) =—iwA:(p), p ET, 
或 
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ECp) a A (5. 2. 22) 
其 中 厂 为 导体 柱 模 截面 的 边界 . 这 里 用 到 了 二 维 空间 的 格林 函数 
Go 一 二 BC 一 六 上) 


如 果 人 和 人 射 波 为 TE-, 即 人 射 波 磁 场 只 有 = 分 量 , 则 等 效 面 电流 只 有 横向 分 量 
Ju, 且 J 二 一 HH:. 于 是 由 式 (5.2.21) 得 到 


Hil(p) 一 一 Jp) 一 [二 YxA4p)]， pET, (5.2.23) 
其 中 
A'(p) = ml tpD)J lp IH klp—p' dr. (5.2. 24) 


5.2.3 ”和 矩 量 法 求解 积分 方程 


如 上 所 述 ,用 矩 量 法 求解 积分 方程 是 计算 电磁 学 中 的 一 种 流行 做 法 . 下 面 仅 
以 理想 导体 的 电磁 散射 问题 为 例 , 说 明 这 种 方法 的 一 些 特点 . 作为 导体 散射 问 
题 , 直 接 求解 的 是 表面 电流 ,首先 要 考虑 表示 电流 的 基 函 数 . 

有 一 类 被 称 为 屋顶 函数 的 矢量 基 函 数 , 它 不 仅 能 保持 单元 交界 处 切 向 或 法 
向 的 连续 性 ,而 且 为 设置 未 知 场 或 电流 的 边界 条 件 提供 了 方便 . 为 了 将 散射 体 的 
表面 离散 化 ,可 采用 三 角形 面 元 或 矩形 面 元 ,并 定义 相应 的 屋顶 函数 . 

三 角形 面 元 最 有 利于 对 任意 曲面 的 精确 模拟 ,因而 得 到 了 最 广泛 的 应 用 . 针 
对 三 角形 面 元 ,S. M. Rao 等 人 提出 一 种 屋顶 函数 ,后 来 被 称 为 RWG 矢量 基 淆 
数 ( 全 称 为 Rao-Wilton-Glisson 矢量 基 酉 数 ). 

Rao 等 人 用 三 角形 面 元 逼近 任意 形状 的 导体 表面 S, 并 将 有 公共 边 的 三 角 
形 面 元 用 公共 边 进行 编号 . 图 5-1 给 出 任意 一 对 三 角形 面 元 T+ 和 T; (n=1， 


图 5-1 一 对 三 角形 面 元 的 模型 
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2,…) ,其 公共 边 及 其 长 度 用 i, 表示 ,面积 分 别 用 A; 和 A 表示 . 为 了 方便 , 定 
义 两 类 位 矢 来 表示 面 元 上 各 点 的 位 置 : p; 和 p。 分 别 定义 为 由 T; 的 自由 顶点 
指向 面 元 的 内 点 和 由 Ti 的 内 点 指向 其 自由 顶点 ,r 和 xr 分 别 定义 为 由 坐标 
原点 O 指向 T* 和 T， 的 内 点 . Ti 和 了。 中心 点 的 位 置 矢量 分 别 用 pi 和 ps 
以 及 m” 和 rs 表示 .与 1, 相 联系 的 RWG 矢量 基 函 数 可 定义 为 


L + + 
3ATP"’ ET 


Cr) = 党 wz， PE (5. 2. 25) 
0， 其 他 ， 
其 中 + 为 由 原点 0 到 任 -一 点 的 位 置 矢量 . 待 求 的 表面 电流 J 可 近似 表示 为 
J = > jjs(m， (5. 2. 26) 


其 中 力 是 未 知 电流 展开 系数 ,NN 为 除 边 界 棱 边 (只 与 某 个 面 元 相关 的 楼 边 ) 外 所 
包含 的 面 元 的 边 数 , 显然 , 当 用 RWG 矢量 基 函 数 展开 表面 电流 时 ,电流 方向 就 
与 式 (5.2.25) 中 pf 和 p 的 方向 相 一 致 . 定义 与 ,相关 的 电流 以 由 T+ 流向 
T7 为 正方 向 , 则 电流 展开 基 函 数 具 有 以 下 几 个 特点 ， 

(1) 由 三 角形 面积 的 计算 公式 可 知 ,2A# /1 等 于 从 TE 的 自由 顶点 到 4, 的 
垂直 距离 . 由 式 (5. 2. 25) 可 推 知 , 如 果 r 表示 p# 对 14, 的 正 交 交点 , 则 必 有 
| 六 (1 一 1. 7 上 的 电流 取向 与 p 一 致 ,说 明 T# 上 对 4, 正 交 的 电流 为 常数 ， 
在 跨越 , 时 具有 连续 性 . 这 也 说 明 在 /, 上 没有 线 电 荷 的 积累 ,从 而 保证 不 会 由 
此 引起 计算 误差 .此 外 ,由 于 代表 电流 方向 的 pz 不 可 能 在 除 公共 边 1, 之 外 的 
T# 的 其 他 边 上 有 正 交 分 量 , 所 以 在 其 他 这 些 边 上 没有 垂直 于 T# 边界 的 电流 
分 量 , 故 也 没有 线 电荷 积累 . 

(2) 求 f(r) 的 面 散 度 ,可 得 


CS 
(2h)= 于 习 p= AT rET:， 
fr) 一 六 _ 
we (za: ) 347 YP ET 
lo， 其 他 . 
(5. 2. 27) 


其 中 局 ， 表示 求 面 散 度 . 上 式 的 计算 中 用 到 了 V,， p; 一 一 V,* p; =2. 这 表明 
J.(7) 的 面 散 度 在 每 个 面 元 上 均 为 常数 . 由 于 在 连续 性 方程 中 Vv。* J,/iw 代表 电 
荷 密度 ,所 以 T; 和 T。 上 的 电荷 密度 为 常数 ,电荷 总 量 分 别 为 

本 A L 
一 世 ， 


0 
二 A i f(r) A 也 ， (5. 2. 28) 
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该 式 说明 Ti 和 TT 上 所 带 的 电荷 等 量 、 异 号 ,总 电荷 为 零 . 也 就 是 说 , 基 郴 数 具 
有 偶 极 子 的 形式 . 
(3) J, 的 电 矩 为 (Az 十 A )f ,可 表示 为 


(A + M7) f= | fedS 


= 号 (of + pr ) = Lr + rT). (5. 2. 29) 


这 说 明 面 元 对 的 电 矩 可 用 相应 的 几何 参数 表示 . 

电场 积分 方程 (5. 2. 20) 对 闭合 的 和 开放 的 理想 导体 都 适用 . 为 了 求解 任意 
形状 导体 的 散射 问题 ,本 小 节 将 推导 理想 导体 散射 问题 的 电场 积分 方程 . 将 方程 
(5. 2. 20) 改 写 为 另 一 种 形式 , 即 


nXE(r)=nX(—iwA+Vgy), r€S, (5. 2. 30) 
其 中 A 和 gp 分 则 为 矢量 势 本 数 和 标量 势 西数 浊 S - 维 散 提问 题 , 有 
AnD = 大 [J.0) ms (5.2. 31) 
p(r) = 上 | aulr’) pas. (5. 2. 32) 
等 效 面 电流 J, 和 面 电荷 o, 满足 方程 
Ve = iwo,. (5.2.33) 


将 式 (5. 2. 26) 代 人 方程 (5. 2. 30) ,为 了 确定 思 .Cn 一 1,2,…,N) ,用 N 个 权 
函数 对 方程 (5. 2. 30) 进 行 加 权 平均 . 若 采用 伽 辽 金 法 , 则 权 函 数 就 用 RWG 矢量 
基 函 数 , 于 是 有 

(BE',fn) =—iw(A,fn)+ (Vo,fn), m=1,2,°%,N, (5.2.34) 
其 中 矢量 内 积 定义 为 


(usv) = [了 9 vdS. (5. 2. 35) 
对 任意 面 元 对 ,由 矢量 基 函 数 在 面 元 上 的 性 质 可 知 
(v9,f.) =--|. pv fudS, (5. 2. 36) 
其 中 A, 表示 面 元 对 3. 考虑 到 式 (5. 2. 36) ,可 得 
frre [r+] 和) 
~ lo [glrst) 一 PC) (5. 2. 37) 


类 似 地 ,《E,f。) 和 (4,f。) 也 可 近似 地 分 别 表示 为 


(ee)- $f le eos+t J (co)- es] 
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A {ECE 
之 全 [a ) + (r: 小 号] 这 
An) 了 下 LAcrer) 
将 以 上 两 式 代 人 方程 (5. 2. 34), 即 有 
时 iwln | A) +A) tp ) yl)] 


= 4 [ECr2) “人 +E). 喇 J]. 六 一 12 N 


《5, 2. 39) 
其 中 
1 -rl 
Alr2)= 午 Sr ) PT 
经 
计生 -| 
p25 fr) EdS’, (5. 2. 40) 
- ivy 
?一直 | 二 小 入 
(5.2.41) 


yy 
> 2 | 受 
于 是 ,方程 (5. 2. 39) 又 可 写 为 
N eT Fe 
Bi.[- 知 (4 侣 十 4 区 +(g5 -2)] 


=4 [BG ) +B) :| m1,2,N, 
J 


(5. 2. 42) 
其 中 
A = 和 | fr) 窒 45， 
Dy , 
i A 
将 方程 (5. 2. 42) 写 成 矩阵 形式 , 则 有 
[zm Lis] = [vn], m,n = 1,2,°,N, (5. 2.43) 
其 中 


se = Lio (A SS +Am 区 )+ (gr 2)]， 
+) 等] 
求解 方程 (5. 2. 43) 可 得 到 j, (n 二 1,2,…,N) ,再 将 其 代入 式 (5. 2. 26) , 即 可 求 得 
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表面 电流 分 布 J.. 
用 矩 量 法 求解 散射 问题 的 积分 方程 时 ,一 般 都 能 得 到 比较 精确 的 数值 解 ,但 
有 时 也 会 出 现 例 外 . 例如 ,如 果 散 射 体 是 半径 为 a 的 圆柱 体 , 当 TM 波 的 入 射频 
率 满足 条 件 ta 一 2. 405 时 ,计算 结果 将 出 现 严重 的 误差 . 即使 划分 更 精细 的 单 
元 ,也 得 不 到 改善 . 这 类 现象 是 由 散射 体 的 内 谐振 导致 方程 出 现 非 唯一 解 造 
成 的 ， 
分 析 表 明 ,很 多 电磁 场 问题 ,尤其 是 电磁 场 的 散射 和 辐射 问题 ,都 可 以 用 积 
分 方程 来 描述 . 这 些 方程 以 第 一 类 和 第 二 类 弗 雷 德 堆 姆 积分 方程 为 主 ,积分 核 为 
自由 空间 的 格林 函数 或 其 微 商 (或 二 者 的 混合 体 ). 对 这 类 积分 方程 解 的 存在 性 
和 唯一 性 的 讨论 是 一 个 经 典 的 课题 对 第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 的 讨论 更 困 
难 . 在 数学 基础 知识 中 ,有 关于 退化 核 的 第 二 类 弗 雷 德 震 姆 积分 方程 的 解 存在 唯 
一 性 的 结论 . 这 一 结论 实际 上 也 适用 于 一 般 的 线性 算 子 方程 . 
设 有 线性 算 子 方程 
LF 所 配 (5. 2.44) 
车 相应 的 齐 次 方程 
Lf=0 (5. 2. 45) 
有 一 个 非 平凡 解 , 则 方程 (5. 2. 44) 的 解 就 不 是 唯一 的 ;反之 ,车 方程 (5. 2. 44) 的 
解 不 是 唯一 的 , 则 方程 (5. 2. 45) 就 有 一 个 非 平凡 解 . 
以 上 结论 的 证 明 很 简单 . 如 果 f 满足 方程 (5. 2. 44), 设 方程 (5. 2. 45) 有 一 
个 非 平 凡 解 f,，, 则 有 
Lf=g, Lf,=0. 
将 两 式 相 加 ,并 根据 算 子 工 的 线性 特性 ,可 得 
L(f+f.)= &g. (5. 2. 46) 
这 说 明 /和 了 十 f。 都 满足 方程 (5. 2. 44) , 即 方程 的 解 不 是 唯一 的 . 反 过 来 , 若 方 
程 (5.2. 44) 的 解 不 是 唯一 的 , 则 至 少 存在 两 个 解 . 设 其 为 和 J 了 十 f,, 且 f, 是 非 
平凡 的 ,于 是 方程 (5. 2. 44) 和 (5. 2. 46) 成 立 . 将 两 式 相 减 ,并 利用 工 的 线性 特 
性 ,就 可 得 到 工 Jf, 二 0. 这 说 明 齐 次 方程 有 非 平凡 解 . 
由 于 本 章 所 导出 的 积分 方程 均 为 线性 算 子 方程 , 故 以 上 结论 都 适用 . 如 果 在 
理想 导体 柱 的 TM 波 散射 问题 中 与 方程 (5. 2. 22) 对 应 的 齐 次 方程 
[eH CR) a =0 (5. 2.47) 
有 非 平凡 解 , 则 方程 (5. 2. 22) 的 解 就 是 非 唯一 的 . 实际 上 ,上 式 正 是 将 导体 柱 内 
的 媒质 参数 换 成 和 jy 所 形成 的 波导 的 TM 模 满足 的 方程 . 对 于 适当 的 波 数 ， 
该 方程 存在 非 平凡 解 , 这 时 电磁 场 的 形态 表现 为 一 种 横向 谐振 . 在 相应 的 频率 
下 ,方程 (5. 2. 22) 的 散射 解 与 横向 谐振 解 生 加 ,就 会 引起 严重 的 误差 . 如 果 谐 振 
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频率 不 只 一 个 且 比 较 密集 ,就 会 对 散射 问题 的 计算 结果 造成 严重 的 影响 . 理论 
上 , 齐 次 方程 的 解构 成 算 子 的 零 空 间 , 在 物理 上 对 应 于 谐振 解 . 如 果 用 和 矩 量 法 求 
解 对 应 的 非 齐 次 方程 ,所 形成 的 矩阵 可 能 是 严重 病态 的 ,即使 求 得 解 , 也 可 能 包 
含 很 大 误差 . 以 上 分 析 对 三 维 散 射 问题 也 是 适用 的 . 

如 果 散 射 体 是 可 穿 透 的 ,虽然 散射 问题 的 积分 方程 所 对 应 的 齐 次 形式 也 存 
在 非 零 的 零 空间 ,但 这 些 非 零 解 在 物理 上 对 应 于 开放 式 谐振 腔 的 谐振 模 . 这 类 谐 
振 腔 由 波 数 上 不 同 的 两 个 区 域 组 成 ,类 似 于 介质 谐振 腔 . 由 于 存在 谐振 阻尼 , 开 
放 式 谐振 腔 的 谐振 频率 w 为 复数 . 对 于 w 总 是 实数 的 时 谐 波 而 言 ,上 述 齐 次 方 
程 就 不 存在 非 零 解 了 ,相应 地 ,散射 问题 的 积分 方程 中 也 就 不 存在 谐振 问题 了 . 

在 克服 谐振 问题 的 方法 中 ,最 主要 的 是 混合 积分 方程 法 和 扩展 边界 条 件 
法 等 . 


5.2.4 ”快速 算法 的 发 展 "" 


作为 基本 的 经 典 方法 之 一 ,积分 方程 矩 量 法 求解 的 最 大 特点 是 所 导出 的 线 
性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 为 满 阵 . 高 斯 消 元 法 求解 这 类 和 矩阵 方程 所 需 的 存储 量 
与 OCN?) 成 正比 (N 为 未 知 量 的 个 数 ) ,所 需 的 计算 时 间 则 与 OON? ) 成 正比 ,这 
样 的 计算 复杂 度 限 制 了 矩 量 法 的 应 用 范围 . 为 了 将 矩 量 法 运用 于 未 知 量 数目 更 
多 的 问题 (如 电大 目标 的 散射 计算 ) ,需要 对 其 加 以 改进 . 在 20 世纪 90 年 代 ,已 
出 现 了 使 计算 效率 大 大 提高 的 几 种 方法 . 

算 量 法 求解 积分 方程 的 计算 复杂 度 与 所 建立 的 矩阵 方程 的 性 质 及 其 求解 方 
法 有 关 . 当 采 用 迭代 法 时 ,与 直接 求解 相 比 ,所 需 的 存储 空间 和 计算 时 间 有 可 能 
减少 . 虽然 迭代 法 所 需 的 存储 空间 仍 与 O(N?) 成 正比 ,但 每 次 迭代 的 计算 时 间 
只 与 OCN?) 成 正比 . 如 果 迁 代 次 数 为 让 则 总 的 计算 时 间 将 与 O(N?) 成 正比 .车 
和 送 代 次 数 较 少 ,就 可 能 优 于 直接 求解 . 目前 发 展 的 一 些 专门 技巧 已 将 所 需 的 存储 
空间 和 每 次 迭代 的 计算 时 间 大 大 减少 ,因此 称 之 为 快速 算法 . 

1. 快速 傅 里 叶 变 换 法 与 共 元 梯度 法 - 

仔细 观察 可 以 发 现 , 在 这 类 积分 方程 中 都 包含 卷 积 核 . 如 果 这 些 积分 是 在 均 
匀 网 格 中 离散 的 , 则 在 进行 矩阵 和 矢量 乘积 时 可 采用 快速 依 里 叶 变 换 (fast Fou- 
rier transform, 简 称 FFT) ,所 需 的 计算 量 仅 为 O(NlogN) ,而 不 是 直接 解法 中 
的 OCN?). 该 算法 最 早 由 N. N. Bojarski 提出 . 若 将 快速 侍 里 叶 变 换 与 共 f 梯 度 
(conjugate gradient, 简 称 CG) 法 联合 用 于 求解 矩阵 方程 ,可 进一步 减 小 复杂 度 ， 
称 之 为 CG-FFT 法 . 

快速 传 里 叶 变换 最 严重 的 缺点 是 需要 采用 均匀 网 格 ( 如 扼 形 网 格 ) ,在 模拟 
任意 形状 的 几何 结构 时 会 产生 明显 的 误差 . 采用 三 角形 单元 可 解决 这 个 问题 ,但 
这 时 快速 傅 里 叶 变换 不 能 直接 用 于 加 速 矩 阵 和 矢量 的 计算 . 为 此 ,E. Bleszynski 
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等 提出 了 一 种 自 适应 积分 法 ,将 三 角形 分 域 中 的 基 画 数 映 射 到 矩形 网 格 上 ,但 此 
方法 仍然 受到 均匀 网 格 的 限制 . 

2. 快速 多 极 子 方法 

与 上 述 方法 功能 类 似 但 不 受 网 格 限制 的 一 种 方法 称 为 快速 多 极 子 方法 ,已 
在 各 种 电磁 场 问 题 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 快速 多 极 子 方法 由 V. Rokhlin 于 20 
世纪 80 年 代 提 出 5 ,最 初 用 于 求解 静态 问题 ,90 年 代 开 始 用 于 电磁 散射 问 
题 2 , 这 种 算法 的 基本 物理 依据 是 : 源 对 远 区 的 作用 可 适当 减少 信息 量 ,对 计 
算 精度 不 产生 明显 的 影响 , 却 可 以 使 由 矩 量 法 所 形成 的 满 阵 成 为 稀 朴 矩阵 ,从 而 
适 于 迭代 求解 ,大 大 降低 计算 复杂 度 . 传统 的 矩 量 法 不 加 区 别 地 处 理 各 离散 单元 
间 的 相互 作用 . 而 快速 多 极 子 方法 先 将 所 有 离散 单元 分 为 若干 组 ,组 内 单元 之 间 
都 是 近 区 作用 ,再 将 所 有 组 分 为 近 区 组 集合 和 远 区 组 集合 ,对 近 区 组 集合 中 单元 
之 间 的 相互 作用 仍 采用 传统 的 矩 量 法 进行 计算 ,而 对 远 区 组 集合 内 单元 之 间 的 
作用 则 采用 特殊 的 方法 . 矩 量 法 和 快速 多 极 子 方法 对 单元 间 相 互 作 用 的 处 理 分 
别 如 图 5-2 和 图 5-3 所 示 . 


AR 


KK 


图 5-2 答 量 法 对 单元 间 相 互 作用 的 处 理 。 图 5-3 快速 多 极 子 方法 对 单元 间 相 互 作用 的 处 理 


图 5-2 说 明 矩 量 法 考虑 的 是 所 有 单元 之 间 的 相互 作用 . 图 5-3 说 明快 速 多 
极 子 方法 对 远 区 组 集合 的 处 理 分 成 3 个 过 程 : 首先 ,统一 求 出 各 源 点 单元 与 所 
在 组 中 心 之 间 的 作用 ,这 一 过 程 称 为 聚合 ;然后 , 求 出 源 点 所 在 组 中 心 与 观察 点 
单元 所 在 组 中 心 之 间 的 作用 ,这 一 过 程 称 为 转移 ;最 后 ,统一 求 出 观察 点 单元 所 
在 组 的 中 心 与 各 观察 点 单元 之 间 的 作用 ,这 一 过 程 称 为 解 聚 . 借助 这 种 特殊 的 技 
术 , 可 使 存储 空间 和 计算 量 由 原来 的 OCN: ) 减 少 到 O(N:s), 甚 至 可 以 达到 
OCNIiogN). 

经 过 大 批 科 学 家 的 不 懈 努 力 ,快速 多 极 子 方法 不 断 地 有 所 发 展 ,进一步 提高 
了 计算 效率 ,逐渐 接近 预期 的 计算 复杂 度 . 

快速 多 极 子 方法 发 展 的 最 突出 的 一 个 成 果 是 多 层 快速 多 极 子 算法 . 该 算法 
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对 所 划分 的 单元 在 多 个 层级 上 进行 分 组 ,按照 层 间 嵌 套 、 逐 层 递 推 的 原则 实现 快 
速 多 极 子 方法 . 具体 实施 步骤 是 : 先 用 一 个 足够 大 的 立方 体 包围 整个 散射 体 ,再 
将 该 立方 体 分 为 若干 个 子 立 方 体 ,构成 第 一 层级 ;每 个 子 立 方 体 再 分 为 更 小 的 立 
方 体 ,构成 第 二 层级 ; 依 此 类 推 ,形成 多 个 层级 . 最 后 一 个 层级 的 小 立方 体 的 边 长 
不 大 于 入 射 波 的 半 个 波长 ,以 保证 一 定 的 计算 精度 . 在 此 基础 上 , 先 找 出 最 细 层 
级 上 经 过 事先 编号 的 每 个 基 函 数 所 在 的 子 立方 体 ,并 选 出 其 中 的 非 空 子 立 方 体 ， 
再 在 各 个 层级 上 将 非 空子 立方 体 用 树 形 结构 标记 . 类 似 于 传统 的 快速 多 极 子 方 
法 ,在 最 细 层 级 上 ,邻近 组 单元 间 的 相互 作用 仍然 用 和 矩 量 法 进行 计算 ,只 对 非 邻 
近 组 单元 采用 快速 多 极 子 方法 ,从 最 细 层 级 开始 逐 层 向 上 聚合 ,直到 第 二 层 ( 因 
为 在 一 般 分 法 中 第 二 层 是 区 分 邻近 组 和 非 邻近 组 的 最 粗 层级 ) ,然后 逐 层 向 下 配 
置 ,并 在 此 过 程 中 计算 转移 因子 . 显然 ,这 种 多 层 算法 适用 于 电大 目标 . 目标 尺度 
越 大 ,未 知 量 的 数目 越 多 , 越 容易 显现 计算 的 高 效率 . 

提高 快速 多 极 子 方法 计算 效率 的 途径 之 一 是 减少 每 次 迭代 的 计算 量 . 其 中 
一 种 方法 称 为 最 陡 下 降 快速 多 极 子 方法 (steepest-descent fast-multipole meth- 
od, 简 称 SDFMM) ,用 该 方法 对 三 维 格林 函数 的 谱 域 积分 作 渐 近 近似 ,并 表示 成 
若干 个 二 维 格林 函数 的 全 加 . 另外 一 种 方法 称 为 射线 传播 快速 多 极 子 方法 (ray- 
propagation fast-multipole method, 简 称 RPFMM) ,用 射线 传播 法 对 快速 多 极 
子 算法 进行 近似 , 第 三 种 称 为 远 场 近似 快速 多 极 子 方法 (far-field approximation 
in fast-multipole method, 简 称 FFAFMM) ,其 主要 特点 是 当 远 区 组 之 间 的 距离 
足够 大 时 ,转换 因子 中 的 特殊 函数 可 用 相应 的 大 宗 量 近似 表示 . 还 有 一 种 提高 计 
算 效 率 的 途径 是 加 快 迄 代 的 收敛 速度 ,详细 讨论 可 参考 有 关 文 献 . 

3. 小 波 基 函 数 法 

20 世纪 90 年 代 以 来 ,在 积分 方程 快速 求解 的 研究 中 又 开辟 了 一 个 新 的 方 
向 一 一 将 正在 快速 发 展 的 小 波 分 析 的 研究 成 果 用 于 积分 方程 的 求解 ,并 迅速 地 
应 用 于 电磁 场 问题 . 虽然 这 方面 的 研究 还 很 不 成 熟 , 但 却 蕴 藏 着 巨大 的 潜力 . 

数学 家 最 早 发 现 用 小 波 作为 基 画 数 求解 积分 方程 可 产生 稀 朴 矩阵 ,从 而 使 
求解 速度 加 快 . 具有 Calderen-Zygmund 型 核 的 积分 方程 可 使 计算 量 降 至 
OCNlogN)(N 为 未 知 量 的 个 数 ), 虽然 电磁 场 问题 中 的 积分 方程 没有 如 此 光滑 
的 核 , 且 往 往 是 振 功 型 的 ,但 将 小 波 作为 矩 量 法 中 的 基 函 数 却 具有 明显 的 加 速效 
果 . 这 是 因为 小 波 具 有 平移 和 伸缩 特性 ,能 自动 适应 不 同 的 尺度 ,以 满足 待 求 量 
分 布 的 不 同情 况 . 而 且 ,小 波 函 数 在 频 域 的 局 域 性 使 其 展开 系数 表现 出 非 相关 
性 .将 小 波 函数 在 不 同 分 辩 率 下 展开 ,可 起 到 多 重 网 格 的 作用 . 

小 波 正 交 基 除了 直接 作为 矩 量 法 中 的 基 函 数 和 权 函数 可 以 使 所 得 的 矩阵 稀 
杖 化 外 ,也 可 以 构造 矩阵 ,使 其 作用 于 和 矩 量 法 中 所 得 到 的 满 阵 也 变 为 稀 朴 矩阵 . 
而 且 , 这 两 者 具有 一 定 的 等 价 关系 . 
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前 面 提 到 将 小 波 正 交 基 用 于 积分 方程 的 两 种 方法 : 一 种 是 直接 法 ,即将 小 
波 正 交 基 直接 用 做 矩 量 法 求解 积分 方程 时 的 基 范 数 和 权 函 数 ; 另 一 种 是 间接 法 ， 
即 先 用 传统 的 矩 量 法 求解 积分 方程 ,然后 通过 小 波 和 矩阵 对 抢 量 法 所 得 到 的 矩阵 
方程 进行 变换 . 两 种 方法 的 原理 是 等 价 的 ,效果 也 十 分 相近 ,都 能 使 最 后 的 矩阵 
成 为 稀疏 的 ,从 而 使 原 问题 的 计算 复杂 度 有 所 降低 . 

当 积 分 核 比较 光滑 时 ,这 两 种 方法 的 应 用 可 达到 与 快速 多 极 子 方法 相当 的 
水 平 . 但 是 ,在 实际 的 电磁 场 问题 中 , 当 积分 核 为 格林 函数 时 ,积分 核 的 振荡 特性 
使 得 效果 很 不 理想 , 为 了 改善 小 波 基 范 数 在 电磁 场 积分 方程 快速 求解 中 的 作用 ， 
必须 选用 更 合适 的 小 波 基 . 最 近 的 研究 趋势 是 选用 小 波 包 基 函数 来 解决 这 一 
问题 . 


§ 5. 3 频 域 微 分 方程 和 有 限 元 法 


麦克 斯 韦 方程 一 般 都 以 微分 形式 给 出 ,所 以 通过 微分 方程 描述 电磁 场 问题 
是 最 直接 的 . 在 频 域 求解 微分 方程 ,最 重要 的 数值 方法 之 一 是 有 限 元 法 . 有 限 元 
法 的 最 大 优点 是 单元 划分 灵活 ,从 而 能 更 精确 地 逼近 各 种 复杂 的 几何 结构 . 


5.3.1 电磁 场 问题 的 频 域 微分 方程 及 其 定 解 问题 


电磁 场 是 分 布 在 空间 中 的 物理 量 ,一般 情况 下 都 是 位 矢 和 时 间 的 函数 . 电磁 
场 的 运动 规律 可 由 微分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 描述 ,由 其 导出 的 电场 或 磁场 单 
独 满足 的 波动 方程 则 是 二 阶 偏 微分 方程 . 由 此 可 知 , 电 磁场 问题 的 基本 数学 模型 
是 偏 微分 方程 ,所 以 求解 微分 方程 是 解决 电磁 场 问 题 的 一 种 基本 方法 , 称 为 微分 
方程 法 . 
频 域 微分 方程 可 由 频 域 麦克 斯 韦 方程 (1. 1. 24) 和 (1. 1. 25) 导 出 . 在 通常 情 
况 下 ,如 果 媒 质 为 非 均匀 且 各 向 异性 的 , 则 从 方程 (1. 1. 24) 和 (1.1. 25) 中 分 别 消 
去 磁场 和 电场 , 即 可 得 到 电场 和 磁场 分 别 满足 的 微分 方程 
VX VXE()— wi. Er) 一 iaJCr)， (5.3.1) 
VXE .VXH()— wi. HO) = VXe!. J). (5. 3.2) 
若 媒质 为 各 向 同性 的 ,上 且 又 是 均匀 的 ,方程 将 取 式 (1. 2. 11) ~(1. 2. 16) 的 形 
式 . 当 用 辅助 函数 表示 电磁 场 时 ,可 以 得 到 矢量 位 和 标量 位 所 满足 的 频 域 微分 广 
程 ,如 式 (1. 3.15) 和 (1. 3. 16). 
由 数学 物理 方程 理论 可 知 ,前 面 所 提 到 的 微分 方程 反映 的 是 电磁 场 运动 的 
一 般 规律 . 车 只 得 到 其 通 解 , 则 还 包括 待定 的 未 知 常数 或 未 知 函 数 , 故 称 之 为 泛 
定 方程 . 为 了 求 得 待定 问题 的 解 ,还 要 给 出 必要 的 定 解 条 件 ,用 以 确定 通 解 中 的 
未 知 常数 或 未 知 函数 . 由 于 微分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 在 媒质 的 不 连续 处 是 不 
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成 立 的 ,因此 以 上 微分 方程 在 媒质 的 不 连续 处 不 适用 ,这 时 电磁 场所 满足 的 关系 
需 由 其 他 的 方法 确定 . 媒质 的 不 连续 部 分 称 为 边界 ,电磁 场 在 边界 上 所 满足 的 关 
系 称 为 边界 条 件 . 电磁 场 问题 的 解 与 求解 区 域 的 边界 形状 及 其 物理 特性 有 直接 
关系 ,所 以 边界 条 件 是 决定 微分 方程 解 的 重要 条 件 之 一 (对 于 开 域 问题 ,还 需 包 
括 辐 射 条 件 ). 

泛 定 方程 和 定 解 条 件 构成 了 一 个 完整 的 电磁 场 的 定 解 问题 . 但 是 ,并 非 每 个 
定 解 问题 都 是 可 解 的 ,还 必须 考虑 其 适 定性 问题 , 即 解 的 存在 性 .唯一 性 和 稳定 
性 若 其 中 任 一 特性 不 成 立 , 定 解 问题 就 是 不 适 定 的 . 一 个 定 解 问题 是 否 适 定 , 还 
取决 于 泛 定 方程 和 定 解 条 件 是 否 正确 地 描述 了 所 要 求解 的 物理 问题 . 一 个 物理 
问题 往往 是 很 复杂 的 ,在 建立 数学 模型 时 常 需要 作 一 定 的 简化 假设 . 如 果 处 理 不 
当 , 这 些 简 化 假设 可 能 在 物理 或 数学 上 不 够 合理 . 电磁 场 问题 中 的 泛 定 方程 由 麦 
克 斯 韦 方程 组 直接 导出 ,只 要 能 正确 地 反映 解 域 媒质 的 特性 ,一 般 不 容易 出 现 错 
误 ; 而 边界 条 件 则 不 然 ,在 确定 边界 条 件 时 ,不 仅 要 正确 地 描述 边界 的 物理 特性 ， 
同时 还 要 符合 解 的 唯一 性 定理 的 要 求 . 边界 条 件 既 不 能 少 也 不 能 多 ,更 不 能 相互 
矛盾 . 在 用 数值 方法 求解 定 解 问题 时 ,如 果 问 题 描述 不 当 ,将 导致 数值 解 的 明显 
误差 或 严重 错误 . 在 以 后 讨论 时 ,我 们 总 是 假设 所 给 的 定 解 问题 是 适 定 的 . 


5.3.2 电磁 场 问题 的 变 分 原理 


当 用 有 限 元 法 求解 微分 方程 时 ,只 要 已 知 与 其 等 价 的 变 分 问题 , 即 可 用 一 套 
较 完整 且 较 成 熟 的 方法 由 泛 函 方程 导出 有 限 元 方程 . 因此 ,用 有 限 元 法 求解 电磁 
场 问 题 的 关键 是 得 到 与 其 等 价 的 变 分 问题 ,这 正 是 变 分 原理 所 要 解决 的 问题 
1. 齐 次 边界 条 件 下 矢量 波动 方程 的 变 分 原理 
考虑 在 非 均匀 各 向 同性 媒质 中 电场 所 满足 的 矢量 波动 方程 
YXpmYXE(r) 一 /ri2E(r) = ioJ(m，reEyV. (5. 3.3) 
定义 线性 算 子 


L=VXp! YX 一 Ap， (5.3.4) 

对 均匀 媒质 算 子 二 变 为 Y XV Xx 一 此 . 算 子 V XV X 在 齐 次 边界 条 件 下 是 自 伴 
的 .不 难 证 明 , 当 k 为 实 函数 时 , 算 子 Y XV X 一 kr 也 是 自 伴 的 . 

对 更 普遍 的 情况 , 若 算 子 由 式 (5. 3.4) 表 示 , 且 y 和 k? 为 实 函 数 , 则 有 

《LE ,E,) = ex VXE— RE). EdV. 

利用 矢量 恒等式 vy. 4XB=B.V XA 一 4.V XB, 有 

E; .VX/ VXE = VXE /VXE —v.E xX! vxXE. 
由 


vB Xp vxEav 一 中 性 本 XVXE,.ndS 
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可 知 ,只 要 E 满 足 边 界 条 件 nXE==0 或 nXV XE=0, 上 式 等 号 右 侧 的 面积 分 
即 等 于 零 . 这 时 ,有 
(LEE) = | pt (VXE). (VXE dy | RE, . Er dy. 
(5.3.5) 
不 难看 出 ,E, 和 E, 在 上 式 中 是 对 称 的 . 也 就 是 说 , 算 子 工 满足 
《LE ,E,) = (EE,LE.,). 
这 说 明 算 子 工 是 自 伴 的 . 
如 果 媒 质 不 是 无 耗 的 (w 和 k? 是 复 函 数 ),L 也 就 不 再 是 自 伴 的 ,这 就 需要 
求 得 工 的 伴随 算 子 工 ,, 即 
L, = VX pt VX CO) (5.3.6) 
若 媒质 是 无 耗 的 ,在 齐 次 边界 条 件 下 ,与 方程 (5. 3. 3) 等 价 的 变 分 问题 的 泛 
函 为 
J[E]= (LE,E) ~ (Eiw]) — (iw] ,E) 
二 | 后: YX YX 一 AIEB)dV 十 各 | (EJ —E' . Dav. 
利用 第 一 矢量 格林 定理 
[Br XA vxB-A. Vx) x Blay 


=$ 84xvxB -BXVvVXA) .ndS， 
和 齐 次 边界 条 件 , 可 得 
J[E] =| 1VXE. VXE' -RE. EydV 


+iw vE*JT—E. » Dav. (5.3.7) 


借助 伴随 算 子 的 辅助 方程 ,可 构造 与 标量 算 子 类 似 的 非 自 伴 矢量 算 子 的 
证 函 . 

以 上 方法 也 可 用 于 对 磁场 波动 方程 的 研究 . 

2. 非 齐 次 边界 条 件 下 的 修正 变 分 原理 

在 无 耗 媒质 的 标量 波动 方程 和 矢量 波动 方程 中 ,只 要 边界 条 件 是 齐 次 的 ,所 
对 应 的 算 子 就 是 自 伴 的 ,这 时 ,很 容易 构造 相应 的 变 分 问题 . 如 果 边 界 条 件 是 非 
齐 次 的 ,即使 媒质 是 无 耗 的 , 算 子 仍然 是 非 自 伴 的 . 下 面 将 给 出 一 种 修正 方法 ,使 
得 只 要 算 子 在 齐 次 边界 条 件 下 是 自 伴 的 ,在 非 齐 次 边界 条 件 下 也 能 方便 地 构造 
其 变 分 问题 , 称 为 修正 变 分 原理 . 

设 有 算 子 方程 


LI9 = 三 (5.3.8) 
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对 于 满足 非 齐 次 边界 条 件 的 p, 算 子 L 是 非 自 伴 的 ,但 在 齐 次 边界 条 件 下 却 是 自 
伴 的 . 引入 一 个 新 的 未 知 函 数 yp 

¢ = 9—u, (5. 3.9) 
其 中 为 满足 给 定 非 齐 次 边界 条 件 的 任意 函数 ,yg 即 为 满足 齐 次 边界 条 件 的 函 
数 .于 是 ,对 yg 而 言 ,L 成 为 自 伴 算 子 . 关于 y 的 方程 可 写 为 


Lp’=f, (5. 3. 10) 
其 中 了 二 f 一 Lu. 与 上 式 等 价 的 变 分 问题 的 泛 函 为 
J[g = (Lp ,g)— (gf)—(f ,9), (5. 3.11) 


由 此 可 得 
J[g] = (L(g—w gow) — (gpg—uf—Le)—(f—Lup—u). 
在 变 分 问题 中 ,该 泛 函 对 p 取 变 分 ,故去 掉 与 g 无 关 的 项 对 结果 没有 影响 . 这 样 ， 
上 式 可 简化 为 
J[g] = (pp — (pd) + (gL) — (gf) — (fp), (5.3.12) 
其 中 在 应 用 边界 条 件 后 消失 . 于 是 ,使 上 式 取 驻 值 的 p 就 是 满足 方程 (5. 3. 8) 
及 给 定 的 非 齐 次 边界 条 件 的 解 . 
现在 讨论 波动 方程 (5. 3. 3) 在 非 齐 次 边界 条 件 下 的 变 分 原理 , 即 
人 XE=&g, 在 S 上 ， 
nXvXE=gq， 在 S, 上 ， 
其 中 Si 十 5; 二 S,g 和 9 为 已 知 函 数 . 在 前 一 小 节 中 已 证 明 , 当 yy 和 k? 为 实 函 数 
时 , 式 (5. 3.4) 表 示 的 算 子 在 齐 次 边界 条 件 下 是 自 伴 的 . 对 非 齐 次 边界 条 件 ,与 方 
程 (5. 3. 3) 等 价 的 变 分 问题 中 的 泛 函 为 


JLBE] -| “(VX VXE— NRE)dV 


(5. 3.13) 


一 jx YX 一 peAE)dy 
+ hE: (Xp wx 一 Au dy 


+ .ior 一 ior » E* Jqy. (5.3.14) 
考虑 到 E* .Vv XpriV XE=p1V XE .VXE* 一 V .E* Xp-1v XE 以 及 与 
其 类 似 的 其 他 各 项 ,运用 高 斯 定理 ,就 可 得 到 
JEE] =| 和 VxE.vxE av -| ee Eay 
tio), (E:T JE Yd -hE x vxE 


+EXp! VXu —u’ Xn VXE) .nds. (5. 3. 15) 
注意 到 E* Xj ?VXE.n=nXE" .ji'V XE= 一 E" .nXy!1v XE 以 及 与 
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其 类 似 的 其 他 各 项 ,将 式 (5. 3. 13) 代 入 式 (5. 3. 15) ,并 去 掉 与 已 无 关 的 各 项 ,可 
以 得 到 
J[LE] =| (vx E.VXE:—kE.E)dV 


十 和 | (E71 J +E yav+|. (BE* .q+E. gq')ds. 


(5.3.16) 
3. 广义 变 分 原理 
由 前 面 的 讨论 可 以 发 现 ,电磁 场 算 子 的 自 伴 性 与 媒质 是 否 有 耗 有 直接 关系 ， 
只 有 无 耗 媒质 才能 使 算 子 具有 自 伴 性 . 由 于 自 伴 算 子 的 变 分 问题 具有 最 简洁 的 
形式 ,因此 希望 其 类 似 的 特性 能 得 到 更 广泛 的 应 用 . 有 耗 媒 质 的 特点 是 其 电磁 特 
性 参数 为 复 函数 ,而 在 希 尔 伯 特 空间 的 内 积 的 定义 中 有 对 被 积 函 数 取 复 共 轿 的 
运算 ,这 就 导致 有 耗 媒 质 中 的 电磁 场 算 子 是 非 自 伴 的 . 如 果 将 内 积 定义 为 


(9p) = | rao， (5. 3. 17) 


对 复 算 子 的 限制 就 消失 了 . 这 样 定义 的 内 积 只 有 作用 于 实 函 数 时 才 与 希 尔 伯 特 空 
间 中 的 内 积 是 一 致 的 ,所 以 通常 称 为 对 称 积 . 如 果 算 子 了 满足 以 下 对 称 积 关系 
(gLy) = (ysLp), (5.3.18) 
就 称 工 是 对 称 的. 这 时 ,方程 
Lp=/ 
的 解 使 泛 函 
J[g] = (Lp,p) —2(9,f) (5. 3. 19) 
取 驻 值 ,其 中 的 ( 表示 对 称 积 . 
为 了 证 明 这 一 结论 ,对 J 取 一 阶 变 分 ,得 
[gj= (3p,9)+ (Lp,6p) —2(6p,7) 
= (L639,9)+ (pg,L39) —2(6p,7). 
若 p 满 足 式 (5. 3. 19), 则 有 Lop 二 6f, 于 是 有 
SJ [pg]= (6f,9)+ (9,6f)—2(6p,f) = 0, 
即 满足 式 (5. 3. 19) 的 gp 使 J[p] 取 驻 值 . 
式 (5. 3.4) 表 示 的 矢量 算 子 在 齐 次 边界 条 件 下 对 有 耗 媒 质 也 是 非 自 伴 的 ,但 
很 容易 证 明 , 按 如 下 定义 的 矢量 函数 对 称 积 
(A,B) 一 [Am “BCr)dV， (5.3.20) 
却 是 对 称 的 , 于 是 ,与 方程 (5. 3. 3) 等 价 的 变 分 问题 中 的 泛 函 为 
JLE]= | ovxElay 一 | elElsav 一 2io| .Jay 


(5. 3.21) 
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通常 , 按 对 称 积 导 出 等 价 变 分 问题 的 方法 称 为 广义 变 分 原理 ,与 经 典 的 变 分 
原理 有 明显 的 区 别 . 按 希 尔 伯 特 空间 中 内 积 定义 的 经 典 变 分 原理 所 得 到 的 泛 函 
是 实 泛 函 ,而 按 对 称 积 定义 的 对 称 算 子 所 得 到 的 泛 函 对 有 耗 媒 质 是 复 泛 函 . 经 典 
变 分 原理 中 的 泛 函 往往 对 应 一 种 物理 量 (如 能 量 等 ) ,而 广义 变 分 原理 中 的 泛 函 
却 缺 乏 这 种 对 应 性 . 这 时 ,显然 不 能 再 讨论 复数 泛 函 的 最 小 值 .最 大 值 等 ,而 只 能 
讨论 其 驻 定性 . 

5.3.3 基于 变 分 原理 的 有 限 元 法 


电磁 场 问题 的 变 分 原理 是 应 用 有 限 元 法 的 基础 . 本 节 将 有 限 元 法 直接 用 于 
解决 几 种 典型 的 三 维 电磁 场 问题 ,但 仅 限 于 有 界 域 的 情况 . 

1, 区域 剖 分 和 插值 函数 的 构造 

设 问 题 的 解 域 为 V, 其 边界 为 S. 利用 有 限 元 法 计算 这 类 问题 的 第 一 步 是 将 
解 域 V 剖 分 为 有 限 个 单元 . 在 计算 三 维 问题 时 , 较 多 地 采用 四 面体 单元 . 用 四 面 
体 单元 对 V 进行 剖 分 后 ,S 将 被 三 角形 单元 所 代替 .用 。 表示 四 面体 单元 的 纺 
号 ,单元 e 的 顶点 称 为 节点 ,分 别 用 1,2,3,4 表示 ,如 图 5-4 所 示 . 设 四 面体 单元 
的 总 数 为 M, 则 e 一 1,2，…M. 


3 
图 5-4 四 面体 单元 
若 用 线性 插值 函数 , 则 任 一 四 面体 单元 e 内 的 未 知 函 数 g 可 近似 表示 为 
p(T1y12) = BI+Biz+Biy+Biz, (5. 3. 22) 
其 中 Bf(i 二 1,2,3,4) 为 待定 系数 .4 个 节点 上 的 未 知 函数 值 可 分 别 表示 为 
外 一 十 Bi 十 8 十 8 和 
= BitBizs +Biy; + Biz;, 
FG=BitBizs+Biy +Bizs, 
= BitBizt+pBiy +Biz:, 
e 一 1,2,…,M， 
其 中 zi ,yt 和 zi(i 一 1,2,3,4) 为 单元 e 中 的 节点 坐标 . 由 以 上 四 式 可 解 出 
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A 2 2 下 
be 证 这: 六 
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a Er wr 
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zi 2 2 
Et MO 
= tad) 
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其 中 
:Wi | 
1 有 
Ye fe Je ie € 
Ey y 
2 


为 单元 e 的 体积 ,系数 a ,b,c 和 di (i 二 1,2,3,4) 由 节点 坐标 决定 . 例如 , 当 


zi 一 工时 ,有 


1 党 


22 


zi|， 


zh 


™ 


其 他 系数 可 由 下 角 标 循环 依次 获得 . 
将 B81(i 二 1,2,3,4) 代 入 式 (5. 3. 22) ,可 得 


外 


1 交 
1 状 
1 x 
1 zt 
1 
EF、 
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4 
g(rTy,2) 一 DNiC(z,y,2)¢:, {59.23) 
| 
其 中 Ni 称 为 形 函数 , 且 
Ni(z,y,z) = Cat br ty + diz). (5. 3.24) 
可 以 证 明 ,N;(z,y,z) 具 有 如 下 性 质 
1, i=j, .. 
NiCzi yi) = 6; = 位 i i123,4, (5.3.25) 
其 中 6, 为 克 罗 内 克 (Kronecker)6 函数 
CE 
0，i 关 jj. 


若 观察 点 位 于 四 面体 单元 。 中 与 第 i 个 节点 相对 的 三 角形 内 , 则 Ni Cz,y,z) 为 
零 , 使 得 单元 之 间 的 连续 性 得 到 了 保证 . 式 (5. 3. 23) 表 明 ,N; 相当 于 单元 e 内 的 
基 函 数 ,所 以 也 被 称 为 插值 函数 或 基 函 数 . 
2. 矢量 波动 方程 构成 的 边 值 问题 
由 矢量 波动 方程 (5. 3. 3) 和 齐 次 边界 条 件 所 构成 的 边 值 问题 为 
VX VXEC)— NREC 一 ioJ(r)，rEV， 
| =0, r€S, (5. 3. 26) 
nXVvVXE=0, rE€S,, 
其 中 S==Si 十 S; ,为 V 的 边界 .在 对 称 积 的 定义 下 ,其 等 价 变 分 问题 中 的 泛 函 为 


中 Ba a 
TE]= ,pr vx Blav— | elEl av +2io] vav， 


(5. 3.27) 
在 直角 坐标 系 中 具有 以 下 形式 , 即 


J -| 各- 魏 )+( 竹 -到 )+( 攻 -区 )]w 


— | CE +E +EDdV +2io), (EJ +E,], + Edy. 


(5. 3. 28) 

按 式 (5. 3. 23) 的 形式 ,在 任 一 单元 。 上 互 的 3 个 分 量 可 分 别 展开 为 
E: = 六 NE3 = NJLE:], (5. 3. 29) 
E= SNE, = [NJr[E]， (5. 3. 30) 


=1 


a 
E: = DN;Es = NTLE:], (5.3.31) 
名 
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其 中 

[Nj = [Ni, Ni, Ns, NI， 

[E;] = [Ey ,Ey ,E;s ,Em]', p= zy,z. 
将 上 式 代入 式 (5. 3. 28) , 求 得 对 体积 六 的 了 [已 ], 并 分 别 取 其 对 Es ,E 和 Es 
(= 一 1,2,3,4) 的 偏 导 , 所 得 结果 用 矩阵 形式 表示 为 


[ 训 ]- [KICE:I+ [KS ILE;]+ CK: ICE:] [0], (5.3.32) 


[总 J- cx JCE:J + CK JCE;] + CK: JEE:]— [6;], (5.3.33) 


[ 然 ]= CR ICE:I+ EK ICE;J + [KILE:] — [6], (5.3.34) 


其 中 [CK] 是 矩阵 ,[b;] 是 列 矢量 ， 
[ 芝 ]- Ea ,Ba1 ,0 81" 
aE, OFE;, "oFE;, "9E;, "aE;. 


-| (BN: aNi + NON; 
Ks (3 By ta Bzx 


-NN;)av, (5. 3. 35) 


& aN: aN; , aN; oN; vv， 
Ko = 2 (和 Sy NIN;)dV, (5.3.36) 


(BN ON; | ON: ON; _ pe ys 
Kis 一 及 (Se Bt Bt NIN;)dv, (5.3,37) 
__,»f aN: eaN; 
2 x PY: Bidv, pq (5. 3. 38) 
政 二 一 Ziw] ,NiJ sdV, (5. 3. 39) 


pq 一 区 yzi1 1 = 1,2,3,4. 
将 以 上 和 矩阵 和 列 矢量 扩展 ,并 对 所 有 单元 进行 增 广 组 合 , 再 令 8J 二 0, 可 得 


[总 ]= 2) {LR J[E:] + [Rs, JLE;,]+ [CR JE:]— [5:])= [o]， 


. (5. 3.40) 

[ 吝 ]- {[Rs JLE:] + CR, JLE;] + [RICE:] — [5;]}= [0], 
(5. 3. 41) 

[就 ]- [Rs JLE:] + [RS IE;,] + [RICE:] — [5:])= [0]. 
(5. 3.42) 


组 合 相 加 以 后 ,可 写 为 
KsE,:+ KsE,+ KE. = 6b., (5. 3. 43) 
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KyE,+ KyE,+ KE. = b,, (5. 3. 44) 
KuE,+ KsE,+ KsE.:=b., (5. 3.45) 
最 终 组 合 为 一 个 总 矩阵 方程 , 即 


Re Ka Kalile: Tbs 
民 K, xls|- | (5. 3. 46) 
= K, K.= = 


除 此 之 外 ,还 要 在 S, 上 强加 上 作为 基本 边界 条 件 的 第 一 类 齐 次 边界 条 件 ; 在 S: 
上 作为 自然 边界 条 件 的 第 二 类 边界 条 件 已 自动 得 到 满足 . 在 V 中 的 媒质 不 连续 
处 ,还 应 加 上 连接 条 件 . 


5.3.4 基于 加 权 余 量 法 的 有 限 元 方程 


对 于 有 些 电磁 场 问题 ,要 找到 与 之 等 价 的 变 分 问题 可 能 有 困难 ,这 时 可 以 采 
用 基于 加 权 余 量 法 的 有 限 元 法 , 它 可 直接 从 算 子 方程 出 发 得 到 有 限 元 方程 , 为 简 
单 起 见 , 这 里 只 考虑 标量 波动 方程 的 情况 . 电磁 场 问题 中 常 遇 到 的 一 类 标量 波动 
方程 为 
Vplr) Von) +kp Gr) = sr), rEV. (5. 3. 47) 
如 果 仍 用 g 表示 近似 解 , 则 由 波动 方程 所 产生 的 余 量 尺 为 
~ 器 (p 如 + 吉 (n)+ 访 (Pp)r pps 5.240) 
单元 eb(e= 二 1,2,…,M) 上 余 量 的 加 权 积 分 为 


R: =|,.NiR‘dV 


EE SA 


+ 也 人 强 )+epg' 一 Sav， i=1,2,3,4. (5.3.49) 
利用 
六 (PN: 营 )= poe + [2 (se)]N, gq = Ty 
ER 


| 
一 | .wssar+|。 [他 (zN: 缀 ) +2(pN: oe) 


二 2 (peN: 闻 )]av， i = 1,2,3,4. (5. 3. 50) 
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运用 高 斯 定理 ,上 式 等 号 右 侧 的 最 后 一 项 可 表示 为 中 -2"N;D' .mdS, 其 中 
_ ap .apg -09 ，， 站 
了 一 Bp (5. 3. 51) 
S* 为 包围 V 的 表面 ,m 为 其 上 的 外 法 向 单位 矢量 . 将 式 (5. 3. 23) 代 人 式 
(5. 3. 50) , 即 可 得 到 
,Sl {BNI ON; , oN: oN; , ON: oNs 
R=2el (Be Be By By + Bz Bz 


)+ CY PNINS |av 
一 人 Nisay+| p'Nivg «mrdS, i=1,2,3,4. (5. 3. 52) 


令 全 域 各 单元 的 余 量 之 和 等 于 零 ,就 可 得 到 所 需 的 有 限 元 方程 . 
上 式 也 可 用 矩阵 形式 表示 ,最 终 所 得 到 的 有 限 元 方程 可 以 和 基于 变 分 原理 
所 导出 的 方程 完全 相同 . 


5.3.5 矢量 有 限 元 法 


利用 节点 插值 导出 的 标 基 基 函数 所 构成 的 有 限 元 方法 存在 一 些 明 显 的 缺点 
(如 伪 解 的 存在 ). 如 果 求 解 区 域内 媒质 不 连续 ,还 需 增加 连续 性 条 件 . 此 外 ,处 理 
导体 和 介质 的 棱角 时 也 会 遇 到 困难 . 本 节 介绍 的 矢量 有 限 元 法 克服 了 这 些 缺点 ， 
其 研究 与 应 用 受到 广泛 重视 , 与 节点 插值 的 标量 基 函 数 的 展开 方法 不 同 , 矢 量 有 
限 元 法 将 单元 棱 边 上 的 切 向 场 分量 作 为 待 求 量 ,用 矢量 函数 构造 基 函 数 , 直 接 将 
场 量 进行 展开 ,从 而 使 其 特别 适用 于 求解 矢量 场 . 由 于 未 知 量 取 在 棱 边 上 ,这 种 
方法 也 称 为 棱 边 元 法 ， 

1. 矢量 基 菠 数 

讨论 适用 于 三 维 问题 中 四 面体 单元 的 矢量 基 酉 数 , 令 

Li= N, i=1,2,3,4, (5. 3. 53) 

其 中 Ni 如 式 (5. 3. 24) 所 定义 . 四 面体 单元 的 顶点 和 楼 边 命名 如 图 5-5 所 示 . 


图 5-5 四 面体 单元 
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定义 Whitney 矢量 函数 


Wz = L; VL — Lz: VLi, (5. 3. 54) 
很 容易 证 明 W,: 具 有 如 下 性 质 

VW 一 0， - (5.3.55) 

YXxwWa = 2 VL X VL;. (5. 3. 56) 


由 式 (5. 3.24) 和 (5. 3.25) 可 以 看 出 ,Li (i 二 1,2,3,4) 为 线性 函数 . 工 的 值 
从 节点 1 处 的 1 变化 到 节点 2 处 的 0,L, 的 值 从 节点 2 处 的 1 变化 到 节点 1 处 
的 0. 所 以 ,车 用 e 表示 从 节点 1 指向 节点 2 的 单位 矢量 , 则 有 


@ .VL = 一 二 ， av 下， (5.3.57) 
其 中 心 为 棱 边 1 的 长 度 , 由 此 可 得 
em (5.3.58) 


这 说 明 Wu 沿 棱 边 1 有 一 个 不 变 的 切 向 分 量 . 而 且 , 由 于 工 , 沿 棱 边 4,5,6 为 零 ， 
L: 沿 棱 边 2,3,6 为 零 , 故 Wi: 沿 这 五 条 棱 边 都 没有 切 向 分 量 . 又 由 于 志 在 由 节 
点 2,3,4 所 定义 的 三 角形 平面 上 为 零 ,L: 在 由 节点 1,3,4 定义 的 三 角形 平面 上 
为 零 , 故 Wi 在 这 两 个 三 角形 平面 上 也 没有 切 向 分 量 . 可 见 ,Wu 的 切 向 分 量 只 出 
现在 楼 边 1 上 以 及 分 别 由 节点 1,2,4 和 1,2,3 定义 的 两 个 三 角形 平面 内 . 这 样 ， 
Ws 具备 了 作为 与 棱 边 1 相关 的 棱 边 场 的 矢量 基 函 数 所 需 的 特性 , 与 三 角形 单元 
中 类 似 , 可 定义 与 棱 边 1 相关 的 矢量 基 郴 数 Ni , 即 


Ni 一 Wan 一 (LVYL: — Lz VLDL. (5.3. 59) 
一 般 地 ,可 将 与 楼 边 ii 一 1,2,…,6) 相 关 的 矢量 基 函 数 定义 为 
N = Wisli = (Ls VL ~— Ls, VL Dh, (5. 3. 60) 


其 中 4 为 棱 边 i 的 长 度 . 棱 边 i 与 节点 各 的 关系 列 于 表 5-1 中 . 
表 5-1 四 面体 单元 中 棱 边 ;与 节点 疡 和 所 的 关系 
F 楼 


i 节点 节点 计 
1 2 


汪 
1 
2 
4 
3 


siv|lwlalw 


a 


这 样 ,就 可 以 将 四 面体 单元 内 任 一 点 的 电场 矢量 表示 为 


6 
E= > NE,， (5. 3. 61) 
et 
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其 中 E; 为 沿 棱 边 ;的 切 向 场 分 量 . 

2、 单元 矩阵 的 计算 

按照 有 限 元 法 的 求解 步 又, 一旦 确定 了 区 域 剖 分 的 单元 形式 ,也 就 确定 了 对 
场 进行 近似 展开 所 用 的 矢量 基 函 数 . 下 一 个 主要 问题 是 将 近似 表达 式 代 人 所 选 
定 的 泛 函 公式 并 计算 单元 方程 . 由 关于 矢量 波动 方程 边 值 问题 的 讨论 可 知 , 获 得 
单元 方程 的 计算 量 主 要 集中 在 矩阵 的 计算 中 . 如 果 未 知 量 是 电场 , 则 主要 需要 计 
算 以 下 两 类 积分 , 即 

wxB.yxEay 和 | iE. Pay 


如 果 解 域 V 内 的 媒质 是 均匀 的 ,或 在 一 个 单元 内 的 媒质 参量 可 用 一 个 平均 值 代 
替 , 则 pz 和 忆 可 提 到 积分 号 外 . 于 是 ,将 场 的 展开 式 代 入 上 式 ,并 对 E,(i=1， 
2,…，,6) 取 偏 导 , 上 述 积分 就 归结 为 以 下 积分 的 计算 , 即 


P; | VXN: .YXxNdyv， (5. 3.62) 


Q; = Lm: .NidV， (5. 3. 63) 


yj 一 1,2，,6， 
其 中 表示 任 一 单元 的 编号 ,V" 表示 单元 e 的 积分 范围. 
根据 式 (5. 3. 56) 和 (5. 3. 60) ,可知 
YXxN =249L; x VL 


= ds —dic)e +t (di bh — 6 ds )e, 

+ (bc —cb)e], i= 1,2,.,6. (5. 3. 64) 
其 中 刀 ,所 ,csc ,di 和 di 的 表达 式 已 在 5.3.3 小 节 中 说 明 , 下 角 标 志和 i 的 取 
值 已 在 表 5-1 中 给 出 .可见 ,V XN; 也 是 常 矢量 . 于 是 ,将 上 式 代入 式 (5. 3. 62)， 


很 容易 得 到 


Py td — 各 
+ (bch — 6) dO— 0) ij= 1,2,.,6. (5. 3.65) 
对 于 式 (5. 3. 63) ,利用 
NEN 一 二 一 FA 
+ fin] (i,j= 1,2,.,6), (5. 3. 66) 
其 中 fi 二 bb; 十 ct; 十 did; ,以 及 公式 
eCLECLE RL nd 一 klllmin! 
[up (LE)'CLS)" (Li)"dV (OEE Eh 
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可 以 得 到 Qi (i,j 二 1,2,… ,6) 的 表达 式 . 由 于 Fs 涉及 的 元 素 较 多 ,这 里 不 再 一 
一 列 出 ,需要 时 可 参看 文献 [9]. 


5.3.6 ”有限 元 法 用 于 开 域 问题 


在 经 常 遇 到 的 电磁 场 问题 中 ,电磁 散射 和 辐射 具有 至 关 重 要 的 意义 . 这 类 问 
题 的 求解 区 域 为 开放 的 无 限 大 空间 , 称 为 开 域 问题 . 像 有 限 元 法 这 样 的 内 域 基 函 
数 插值 法 不 可 能 直接 在 无 限 大 的 解 域 中 应 用 ,因为 任何 计算 机 的 内 存 都 是 有 限 
的 ,而 且 过 大 的 计算 量 也 是 不 能 接受 的 . 
1. 吸收 边界 条 件 法 
一 类 解决 开 域 问题 的 实际 可 行 的 方法 是 :用 一 假设 的 虚拟 边界 将 散射 体 或 
辐射 体 包围 起 来 ,边界 内 的 场 用 有 限 元 方法 求解 ,边界 外 的 场 用 其 他 方法 求解 ， 
然后 将 这 两 种 场 通过 连续 性 条 件 耦 合 起 来 ,得 到 统一 的 方程 .这 类 方法 已 发 展 了 
若干 种 ,重要 的 一 种 是 吸收 边界 条 件 法 . 
吸收 边界 条 件 法 产生 的 是 边界 场 之 间 的 局 部 关系 , 即 只 将 边界 上 一 个 节点 
的 场 与 其 邻近 节点 的 场 联系 起 来 ,得 到 高 度 稀疏 的 矩阵 方程 ,这 样 就 保留 了 有 限 
元 法 十 分 宝贵 的 优点 .但 是 ,吸收 边界 条 件 往 往 不 能 对 所 有 人 入射 角 产生 零 反 射 ， 
只 能 是 一 种 近似 条 件 ,这 会 给 最 终 的 解 带 来 附加 误差. 
2. 边界 积分 法 
用 于 开 域 问题 的 另外 一 种 方法 是 边界 积分 法 ,这 种 方法 的 基本 思路 是 : 设 
置 一 个 包围 散射 体 的 虚拟 边界 ,边界 外 的 场 称 为 外 场 ,边界 内 的 场 称 为 内 场 ,内 
场 仍 用 有 限 元 法 求解 ,将 外 场 表达 成 一 个 积分 ,利用 连续 条 件 将 二 者 耦合 起 来 . 
内 外 场 耦合 的 方法 是 ,通过 积分 把 边界 场 与 其 法 向 导数 联系 起 来 ,而 法 向 导数 成 
为 内 场 的 边界 条 件 , 这 也 是 称 其 为 边界 积分 法 的 原因 . 
为 了 与 后 面 将 要 讨论 的 时 域 有 限 元 法 相 呼应 ,这 里 将 简略 讨论 边界 积分 法 
的 基本 原理 ,并 直接 讨论 三 维 矢量 场 问题 . 
用 一 虚拟 曲面 S 包围 三 维 散射 体 ,S 面 应 尽量 靠近 散射 体 ,将 S 外 和 SS 内 
的 区 域 分 别 记 为 V~ 和 V. 在 三 维 问题 中 ,一 般 要 考虑 场 的 矢量 解 . 在 V. 中 电场 
所 满足 的 方程 为 
VXVXECr)— Er) = iwyoJ(r), rE€V,. (5. 3.67) 
为 了 求解 散射 场 ,可 利用 满足 以 下 方程 的 自由 空间 的 并 矢 格林 函数 Go (r,r')， 
VXVXG (rr) — kG rr) = Blr—r), r EVo. (5.3.68) 
用 Go 右 乘 方程 (5. 3. 67) 并 在 V- 内 积分 , 便 得 到 


| [YXYXE(r) .Grr) — BEC) 。GoCrir)]dy 


夺 jp。 J .Gu(Crr)dV， (5.3.69) 
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其 中 V. 表 示 源 电流 所 在 的 区 域 . 利用 矢量 -并 矢 格林 第 二 定理 ,有 
上 (VXVXE:G—E.vXvxG)dy 


= 中 (nXE.VXG +nXVvVXE.G,)dSs, (5. 3.70) 
Se 


其 中 S- 为 V- 的 表面 . 将 方程 (5. 3. 69) 写 为 
E(r) [YXYXGoCrr) 一 局 GoCrr)]dV 


=iw,|, Jr) Garr av —$ [nx EC(r) .YXGo(rir') 


+nXVvVXEr) .G(r,r)]ds, {5.3.71) 
其 中 4 为 $s。 上 的 外 法 向 单位 矢量 . 考虑 到 方程 (5. 3. 68) 且 rEV。 ,方程 (5. 3. 71) 
的 等 号 左 侧 为 


此 E(r). B(r—r)dV = E(r’"). (5. 3.72) 


又 由 于 Go(r'r 7 满足 辐射 条 件 ,使 得 式 (5. 3. 71) 等 号 右 侧 的 第 二 项 在 无 穷 远 处 
的 面积 分 消失 , 故 可 将 方程 (5. 3. 71) 写 为 


E(r) =E'(r) +$ In XE(r) .VXG (rr) 


+n’ XV XEr). G(r,r)]ds’, (5. 3.73) 
其 中 
Ei(r)= i |, J(r)。Go(Cryr')dV ， (5. 3.74) 
表示 S 上 的 外 法 向 单位 矢量 . 利用 
Gu(rr) = (7+ 去 YY )cuorr)， (5. 3.75) 
YXxGoCrr) = VGor,r’) XI, (5. 3.76) 


式 (5. 3.73) 可 改写 为 
E(r) =E'(r) + 中 [nm XE(r) XVG(rsr) +n XV XE G(r,r’) 


+ 启 " XVxXEr). vvGu rr) |ds’ 
=E(r) + 中 XE(r)XVGolr,r) +n XV XEr)G,r,r’) 


+ 座 V XV XE ver,r) |ds’. (5.3.77) 
3 


最 后 ,为 了 利用 连续 性 条 件 , 令 7 趋 于 S, 再 用 n 叉 乘 方程 (5.3.77) ,得 到 
nXEr) =nXE(D)+n x [a’ XECr’) x VG rsr’) 
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+n XV XECr)Gr,r’) 
+ 站 Vn XV XE VGCr,r) Jas’. (5.3.78) 
3 


该 式 给 出 了 S 上 nXE 和 nXV XE 之 间 的 关系 . 
在 V 中 ,假定 媒质 是 非 均 匀 的 ,但 是 无 耗 的 ,电场 满足 无 源 的 矢量 波动 方程 
VXpy VXE(r)— kieE(r)=0, rE€éV. (5.3.79) 
为 简单 起 见 ， 仍 假定 V 内 的 媒质 是 连续 的 (否则 需 增加 连接 条 件 ) ,但 假定 在 S 
上 满足 边界 条 件 , 即 
nXp VXE(r) 一 昌 ，rES， (5. 3. 80) 
其 中 下 是 未 知 的 . 根据 式 (5. 3. 16),Y 内 电场 等 价 变 分 问题 中 的 泛 函 可 写 为 


J[E]= hr VXE.vVXE-— kieE.: Bav+ohE + WdS. 

(5. 3. 81) 
假定 用 四 面体 单元 对 V 进行 剖 分 ,内 部 单元 和 边界 单元 分 别 为 M 个 和 M, 个 .EE 
在 V 内 及 其 边界 单元 上 可 表示 为 

FE:= DINE: = [LN 了 J[E] = [EJCN’], (5. 3. 82) 
其 中 CN“] 二 [Ni ,Ni ,本 ,Ni ,而 更 在 边界 单元 中 表示 为 
Li Dm =[NJ[IY]= [¥JM], (5. 3.83) 


其 中 M;=nXNi. 将 式 (5 3. 82) 和 (5. 3. 83) 代 人 式 (5. 3. 81) ,在 相应 单元 上 对 各 
节点 的 电场 分 量 求 导 并 令 其 为 零 , 便 有 


M, 
Ser ][E] 十 Drs J[¥] = 0， (5. 3. 84) 
其 中 [K*] 和 [LB ] 是 矩阵 
KY 一 | ce VXN .VXN;— kietN: .Ni]dy 
j=1,2,3,4, (5.3.85) 
B; = 中 Ni .NdS，i7 = 1,2,3, (5. 3. 86) 
式 中 是 四 面体 单元 e 的 体积 ,A’ 是 边界 单元 S 的 面积 . 经 增 广 组 合 ,可 由 方 
程 (5. 3. 84) 获 得 内 域 场 的 有 限 元 方程 
KE 十 B 一 0. (5.3.87) 
然而 ,方程 (5. 3. 87) 还 不 足以 确定 全 部 未 知 量 ,所 需 的 另 一 组 方程 可 通过 式 
(5. 3.78) 获 得 . 
在 虚拟 边界 S 上 , 场 的 连续 性 条 件 为 
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=nxivxE| , (5. 3.88) 
pr 


其 中 S; 和 S_ 分 别 表示 S 的 外 侧 和 内 侧 . 考虑 到 式 (5. 3. 80) 对 S- 上 r 的 作用 ， 
方程 (5. 3.78) 成 为 
nXEr) =nXE(nD)+n x$ [mn xX ECr') XVGorr) 


nxXE|ls =nXE|ls, nxXvxXE|s, 


十 于 Cr')GoCryr + 直 v ‘+ wr’) vGuCrr)]as 
(5. 3. 89) 
在 边界 单元 * 上 ,将 nXE' 展开 成 
nxE=— Dme: =[NTIEJ=[EJCN]. (5.3.90) 
将 上 式 和 式 (5. 3. 83) 代 和 方程 (5. 3. 89), 可 得 
nxX E(r) =n xX EC(r) +nx 站 {CNJLE]xv'c。 


+[M J Tw]G, +[v + MJ EW] vG,) dS’. (5.3.91) 
取 上 式 与 [N'](t 二 1,2,*… 的 太守 并 在 4': 上 积分 , 便 有 


[B'JLE'] = [6]— BCILE] +[QJCw]), (5. 3. 92) 
其 中 [BJ 与 式 (5. 3. 86) 给 出 的 形式 相同 ， 即 
Gt =— Mi + E'dS, (5.3.93) 


Ps = M: : 中 [M;]’ Xv'GodS'ds, (5. 3. 94) 


Qs = $M: (LMJG + 站 [V+ MJ VG dS'dS, (5.3.95) 
3 


i,j = 1,2,3. 
可 将 方程 (5. 3. 92) 增 广 组 合 为 矩阵 方程 

BE = b—PE— QF. (5. 3. 96) 
再 与 方程 (5. 3. 87) 联 立 , 就 成 为 求解 EE 和 轨 的 完整 的 方程 组 . 

最 后 指出 一 点 ,虽然 边界 积分 法 使 有 限 元 法 求解 开 域 问题 成 为 可 能 ,可 精确 

地 应 用 于 不 同 的 问题 . 但 这 种 方法 存在 一 个 严重 的 缺点 , 即 当 虚构 边界 封闭 时 ， 
会 出 现 所 谓 “ 内 部 谐振 ”问题 . 也 就 是 说 ,存在 “奇异 频率 ”, 在 这 些 频率 上 所 得 的 
结果 偏离 其 解 而 出 现 错误 . 经 分 析 发 现 ,这 个 问题 的 存在 与 使 用 边界 积分 有 关 . 
此 外 ,外 域 场 采 用 边界 积分 法 描述 ,使 得 与 之 相 联 系 的 矩阵 是 满 秩 的 ,这 与 全 部 
采用 有 限 元 法 时 所 得 到 的 稀疏 矩阵 相 比 是 个 明显 的 不 足 . 
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§ 5.4 频 域 到 时 域 的 变换 


当 考 虑 一 个 电磁 系统 通过 频 域 数 值 解 而 获得 所 需 的 时 域 数 值 解 时 ,一 开始 
就 要 对 整个 计算 过 程 进 行 统筹 规划 . 首先 ,根据 对 时 域 解 的 要 求 确定 场 源 或 激励 
信号 的 波形 及 其 时 域 表达 ,然后 决定 计算 的 频 域 范围 以 及 采样 间隔 . 在 频 域 计算 
的 每 一 次 运行 所 获得 的 往往 仅 是 时 域 解 频 谱 的 一 个 采样 点 ,如 何 由 获得 的 采样 
序列 ,精确 ,快速 地 获得 时 域 解 也 是 一 个 关键 性 的 问题 . 


5.4.1 频 域 计算 的 采样 问题 


正如 讨论 传统 的 电磁 场 计 算 的 频 域 方法 时 所 看 到 的 , 频 域 方法 是 针对 时 谐 
场所 建立 的 ,其 中 的 场 源 设 定 为 随时 间 的 变化 为 简 谐 的 . 因此 ,在 用 频 域 方 法 计 
算 时 ,一 次 计算 只 给 出 当场 源 为 某 一 特定 频率 时 所 对 应 的 场 量 . 如 果 需 要 知道 场 
源 在 某 个 频率 范围 内 所 对 应 的 场 量 , 则 一 次 计算 只 能 给 出 在 这 一 频率 范围 内 对 
应 某 一 个 频率 点 的 场 量 ,或 者 说 只 是 某 一 采样 点 的 场 量 . 

如 果 计 算 的 目的 是 对 系统 进行 时 域 分 析 , 这 时 的 场 源 应 随时 间 按 所 要 求 的 
规律 变化 ,我 们 需要 求 得 对 应 于 该 场 源 系统 的 场 随时 间 的 变化 规律 . 场 源 所 对 应 
的 时 间 信 号 有 其 固有 的 频谱 , 频 域 计算 就 是 要 获得 这 一 频谱 范围 内 一 系列 采样 
点 的 场 量 , 并 由 这 些 频 域 数 据 获得 场 的 时 域 信息 . 因此 ,在 计算 的 开始 ,就 要 针对 
计算 的 要 求 设计 好 计算 的 整体 安排 ,其 目的 是 如 何 高 效 、 精 确 地 获得 所 需 的 时 域 
结果 . 为 达到 这 一 要 求 , 首 先 需要 确定 待 计算 的 频率 范围 和 频率 采样 密度 . 

例如 ,需要 计算 一 个 时 不 变 线性 电磁 系统 对 某 一 种 激励 源 的 时 域 响应 ,假如 
激励 源 用 u(r, 四 表示 ,响应 场 量 用 vr,t) 表 示 , 它 们 的 傅 里 叶 变换 (频谱 ) 分 别 用 
&(Grw) 和 ?rw) 表 示 . 频 域 方法 是 当 ?z(r,w) 在 一 系列 频率 点 取 值 时 计算 出 在 同 
样 频率 样 点 下 的 一 系列 3(r,w) 值 ,而 目的 是 通过 这 一 系列 3(r,w) 的 离散 值 , 尽 
量 精确 地 通过 传 里 叶 逆 变 换 求 得 时 域 响应 v(r,t). 这 里 首先 过 到 的 关键 问题 是 ， 
什么 样 的 3(r,w) 的 系列 离散 值 , 才 能 不 失真 地 决定 时 域 响应 vr,z) 信 号 一 一 采 
样 定理 回答 了 这 一 问题 . 

采样 定理 告诉 我 们 ,一 个 频带 受 限 的 时 域 信号 f(7) ,如果 其 频谱 所 占 的 频 
率 范围 为 0 一 大 , 则 信号 可 用 等 间隔 的 采样 值 来 唯一 地 表示 ,采样 间隔 不 得 大 于 
At 一 1/2/- ,或 者 说 最 低 采 样 率 为 2 广 , 且 称 该 采样 率 为 奈 奎 斯 特 (Nyquest) 率 . 

对 采样 定理 可 作 如 下 的 物理 上 的 解释 : 一 个 频带 受 限 的 信号 波形 决 不 可 能 
在 很 短 的 时 间 产 生 独 立 的 、 实 质 的 变化 ,其 最 高 变化 速度 受 最 高 频率 分 量 f. 的 
限制 . 为 了 保留 这 一 频率 分 量 的 全 部 信息 ,在 一 个 周期 的 间隔 内 至 少 采样 两 次 . 

采样 定理 也 可 以 用 频 域 信号 加 以 说 明 : 车 f(z) 是 时 间 受 限 信号 ,时 间 范 围 
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为 0~t, 车 f(#) 的 频谱 为 了 (w) , 则 在 频 域 中 以 不 大 于 Af 二 1/2i. 的 频率 间隔 对 


广 (w) 进 行 采 样 , 则 这 些 采样 值 可 以 唯一 地 表示 原 信号 . 

在 数值 计算 的 实践 中 ,无 论 是 时 域 信号 还 是 频 域 信号 ,都 要 按时 间 受 限 或 频 
带 受 限 信号 来 处 理 . 如 果 时 限 和 频 限 仍 用 上 和 f。 表示 , 且 限 内 都 按 N 份 等 分 ， 
则 按 采 样 定理 要 求 , 在 时 域 的 采样 间隔 最 大 为 At 时 有 NAt 一 上 ,在 频 域 的 最 大 
采样 间隔 为 Af 时 有 NAf==f., 且 


At 


二 
= aNaF’ (5.4.1) 

根据 以 上 讨论 可 知 ,在 电磁 场 问题 的 时 域 分 析 中 若 采用 频 域 方法 ,首先 要 根 
据 给 定 的 场 源 x(r, 忆 计算 其 频谱 &(ry,w) ,这 时 就 要 根据 x(r,z 的 特点 和 采样 定 
理 的 要 求 确定 应 取 的 At 和 NN, 由 此 也 就 确定 了 .二 NAt, 进 而 决定 了 Af 和 了. 

用 这 种 方法 进行 时 域 分 析 , 其 缺点 是 对 不 同 的 x(r, ,都 要 重新 进行 计算 ， 
以 获得 新 的 全 部 所 需 的 频 域 信息 .但 是 ,如 果 对 时 不 变 线 性 电磁 系统 ,我 们 计算 
得 到 了 它 的 冲 激 响 应 A(z), 则 可 用 卷 积 方法 求 得 对 任意 场 源 w(r,2) 的 场 量 响 
应 ,其 关系 为 


vr,t) = [hcDurr— Ddr. (5.4.2) 


这 正 是 频 域 方法 进行 时 域 分 析 的 一 大 优点 . 而 用 频 域 方法 进行 时 域 分 析 的 主要 
限制 ,是 不 能 处 理 非 线 性 和 时 变 系统 的 问题 . 


5.4.2 频 域 -时 域 数值 变换 


以 上 所 讲 到 的 求 场 源 信号 的 离散 频谱 和 由 计算 所 得 相应 频 域 场 量 求 系统 对 
场 源 的 时 域 响应 ,都 要 通过 离散 傅 里 叶 变换 和 离散 传 里 叶 逆 变换 来 完成 . 当 要 求 
场 源 信号 的 离散 频谱 时 ,可 利用 


Ni 


rnAf) = DulrskAt)emN, n=0,1,2,,N—1. (5.4.3) 
[ed 


利用 Cr,nA7) 作 为 场 源 ,用 频 域 方法 计算 得 到 相应 的 频 域 响应 的 离散 频谱 
2(r,nAf) ,再 利用 此 结果 求 得 时 域 响应 的 离散 值 vCr,&At) ,其 关系 是 


vkAD = DrnADe em, k=0l,2 Nl (5.4.4) 
名 


但 是 ,无 论 是 离散 健 里 叶 变 换 , 还 是 傅 里 叶 逆 变 换 , 都 是 有 条 件 的 . 它们 是 
e 时 域 函数 是 周期 性 的 . 

e 时 域 函数 是 频带 有 限 的 . 

采样 周期 满足 Nyquest 采样 率 的 要 求 . 

® 本 数 的 长 度 必 须 精确 地 按 一 个 周期 截断 . 如 果 函 数 是 非 周期 的 , 则 通过 
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延 拓 视 为 周期 函数 . 

如 上 所 述 ,在 实际 计算 中 无 论 时 域 函数 还 是 频 域 函数 ,都 是 通过 人 为 截断 而 
成 为 时 间或 频带 有 限 的 信号 ,这 种 截断 方法 相当 于 与 一 个 矩形 窗 相 乘 ,其 结果 是 
引起 变换 函数 出 现 波纹 , 即 所 谓 吉 布 斯 (Gibbs) 效 应 . 这 种 对 信号 的 人 为 截断 所 
引起 的 误差 是 无 法 避免 的 . 降低 误差 的 方法 是 增 大 窗口 的 宽度 ,使 得 被 截断 部 分 
的 函数 值 尽量 小 ,其 代价 是 增加 计算 量 . 

还 有 一 点 值得 注意 : 如 果 通 过 式 (5. 4. 2) 计 算 场 量 的 时 域 响应 ,由 于 离散 傅 
里 叶 变换 的 周期 特性 ,以 上 所 提 到 的 人 为 截断 会 引起 所 求 响应 函数 的 终端 效应 ， 
造成 时 域 响应 函数 早期 波形 的 破坏 . 

分 析 表 明 ,直接 利用 式 (5. 4. 3) 或 (5. 4. 4) 进 行 离散 变换 的 计算 量 与 N: 成 
正比 . 当 NN 很 大 时 ,这 种 计算 量 是 巨大 的 ,往往 不 现实 . 在 实际 应 用 中 往往 采用 
离散 传 里 叶 变 换 的 一 种 快速 算法 , 称 为 快速 傅 里 叶 变换 (FFT). 在 这 种 方法 中 要 
求 N=2", 其 中 为 整数 ,其 计算 量 与 NlogsN 成 正比 . 


$ 5.5 奇 点 展开 法 


奇 点 展开 法 (Singularity Expansion Method,SEM) 是 一 种 特殊 的 求解 瞬 态 
电磁 场 问 题 的 频 域 法 ,其 特点 是 先 在 拉 普 拉 斯 变换 域内 求 得 解 的 奇 点 分 布 , 然 后 
根据 复 变 函数 理论 求 得 相应 时 域 解 的 展开 式 . 由 于 奇 点 分 布 可 用 于 目标 识别 ,人 
们 曾 对 这 种 方法 寄予 厚望 ,并 开展 过 一 定 的 研究 . 但 由 于 其 理论 尚 不 完善 ,计算 
效率 也 受到 比较 大 的 限制 , 故 在 瞬 变 电磁 场 问 题 的 求解 中 没有 获得 广泛 的 应 用 . 
但 作为 一 种 思路 还 是 应 该 有 所 了 解 ,因此 只 作 简短 介绍 . 

奇 点 展开 法 首先 由 鲍 姆 (C. E. Baum) 于 1971 年 提出 ,最 初 是 通过 观察 各 种 
电磁 散射 体 的 瞬 态 响应 波形 发 现 的 ,这 些 波形 在 后 期 主要 受 衰减 正弦 曲线 支配 . 
再 联想 到 以 下 事实 ,一 个 训 减 的 正弦 函数 f(z) 可 表示 为 


f(D) 一 esinot (a>0), 
其 拉 氏 变换 为 
2 
I/ wrap 
它 在 复 平面 p 上 有 两 个 极点 
ps ——a+iw, 


也 就 是 说 , 复 平面 上 的 一 对 共 亏 一 阶 极点 对 应 时 域 上 的 一 个 衰减 正弦 振荡 . 如 果 
时 域 解 是 由 一 系列 衰减 正弦 振荡 全 加 而 成 , 则 它 对 应 着 复 平面 上 的 一 系列 一 阶 
极点 . 于 是 人 们 设想 ,如 果 先 在 复 平面 上 找到 解 所 对 应 的 奇 点 , 则 通过 反 演 可 求 
得 相应 的 时 域 解 ,这 就 是 奇 点 展开 法 的 初步 设想 . 
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马 林 (L. Marin) 从 理论 上 对 这 一 问题 进行 了 早期 研究 ,结果 证 明 在 无 耗 空 
间 中 体积 有 限 的 理想 导体 ,其 散射 场 在 复 平面 上 的 奇 点 为 极点 . 对 圆 球 和 长 导线 
而 言 ,极点 为 一 阶 的 ;对 其 他 形状 的 散射 体 而 言 ,极点 是 否 为 一 阶 的 没有 给 出 理 
论证 明 . 

对 理想 导体 的 散射 问题 而 言 , 已 证 明 其 表面 电流 满足 频 域 积分 方程 (5. 2. 12)， 
根据 已 知 的 变换 规则 , 即 可 得 到 在 拉 氏 变换 域 的 表达 形式 . 如 果 仍 用 原来 的 符 
号 , 则 在 复 频 域 的 积分 方程 仍 可 表示 为 


nx Hsp) tn XP V. | 1.7,p) x VGdS’ = 34.Crp), res. 


(5. 5. 1) 
令 丁 =nX 理 , 则 上 式 又 可 写成 
BT. —nxP.V.| .xveds = 天 (5.5.2) 
定义 表面 积分 算 子 
1L[J.] =nxP. v.|y. x VGdS’, 
则 积分 方程 (5. 5.2) 可 简化 为 
Li 
[去 rh.=7, (5. 5. 3) 
其 解 即 可 表示 为 
1 
.= [5] 克 (5.5.4) 


于 是 研究 算 子 工 的 性 质 就 可 了 解 J, 的 结构 ,这 要 由 积分 方程 的 理论 研究 给 出 . 
马 林 所 做 的 研究 指出 ,对 体积 有 限 的 理想 导电 的 散射 体 而 言 , 解 J[ 式 (5. 5. 4)] 
是 的 亚 纯 函 数 , 即 在 复 平面 p 上 只 有 可 数 个 极点 而 无 其 他 类 型 的 奇 点 ,但 极 
点 的 阶 数 没有 在 一 般 情况 下 给 出 证 明 . 

根据 亚 纯 函 数 的 部 分 公式 展开 定理 ,J 可 表示 为 


Lb) = ES + Wrsp), (5.5.5) 


其 中 M; 为 整 函 数 , 即 除 吕 点 外 在 平面 上 处 处 解析 的 函数 ;W 主要 表示 解 中 高 
频 分 量 的 贡献 ,在 时 域 上 则 反映 在 散射 场 解 波 形 的 早期 响应 上 . 式 (5. 5. 5) 中 的 
刀 为 耦合 系数 ,Mi(r) 为 自然 模 矢 量 , 户 为 极点 . 奇 点 展开 法 要 解决 的 问题 就 是 
要 确定 户 的 分 布 ,并 确定 和 M, 等 参量 . 

如 果 散 射 体 为 非 理 想 导体 或 其 体积 是 非 有 限 的 , 则 极点 可 能 不 是 一 阶 的 ,还 
可 能 是 支点 等 其 他 类 型 的 奇 点 . 这 会 使 问题 变 得 更 加 复杂 ,使 奇 点 展开 法 的 有 效 
性 更 难 证 明 . 
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奇 点 展开 法 的 数值 计算 途径 可 用 相应 问题 的 积分 方程 的 矩 量 法 求解 加 以 说 

明 . 正如 在 $ 5. 2 中 所 指出 的 ,用 甜 量 法 求解 散射 问题 的 积分 方程 时 可 归结 为 下 
述 代数 矩阵 方程 的 计算 

ZCp) » TCp) = UCp). (5. 5.6) 
其 中 ZCp) 为 广义 阻抗 矩阵 ,J(p) 为 待 求 电 流 矢量 ,U(p) 为 源 矢量 .方程 (5. 5. 6) 
的 解 可 表示 成 

J(p) = Zp) UCp). (5.5.7) 
由 矩阵 求 逆 方法 可 知 

ZCp) = YC(p)/ACp), (5. 5. 8) 
其 中 Y(p) 为 Z(p) 的 伴随 矩阵 ,A(p) 为 Z(p) 的 行列 式 . 由 反 演 定理 可 知 ,J(p) 
所 对 应 的 时 域 量 可 表示 为 


_ 1 frmYcp) ， 
TCD = sa), 人 * Up)er dp. (5. 5.9) 


由 此 式 通过 数值 计算 直接 求解 ,就 是 一 般 的 频 域 -时 域 变换 方法 . 奇 点 展开 法 的 
特点 是 ,通过 由 线 及 半 无 限 大 圆 弧 线 构成 闭合 回路 ,使 其 中 包含 被 积 函数 的 所 
有 奇 点 ,通过 对 被 积 函数 的 解析 性 分 析 找 出 其 极点 分 布 ,而 后 通过 留 数 定理 求 得 
时 域 响应 . 为 了 真正 求 得 所 需 的 时 域 解 ,人 们 已 经 发 展 了 一 些 方法 来 确定 极点 分 
布 ,并 计算 所 有 参数 .一般 情况 下 这 些 工作 都 比较 复杂 ,使 得 整个 问题 的 计算 效 
率 相对 低下 ,与 当前 已 经 发 展 起 来 的 其 他 直接 时 域 方法 相 比 , 其 发 展 前 景 并 不 乐 
观 . 由 于 极点 在 复 平面 P 上 的 分 布 只 取决 于 系统 本 身 , 而 与 外 部 激励 无 关 , 从 而 
可 用 于 对 系统 的 分 类 和 识别 , 故 在 这 方面 奇 点 展开 法 具有 一 定 的 特色 . 
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到 现在 为 止 ,已 讨论 的 求解 时 域 电 磁场 问题 的 解析 方法 和 数值 方法 ,都 是 先 
求 得 频 域 解 再 变换 为 时 域 解 , 故 均 属 间接 法 . 还 存在 另外 一 类 方法 , 即 直接 从 时 
域 方程 出 发 而 求 得 电磁 场 问题 的 时 域 解 , 故 称 为 直接 时 域 法 . 这 类 方法 有 其 独特 
的 优越 性 ,是 正在 迅速 发 展 中 的 一 类 电磁 场 的 数值 计算 方法 . 

在 各 种 直接 时 域 法 中 ,时 域 积分 方程 法 的 研究 起 步 最 早 ,主要 是 由 于 积分 与 
分 段 求 和 的 简单 关系 . 由 于 早期 的 方法 计算 效率 不 高 , 没 能 得 到 广泛 的 应 用 . 时 
域 积 分 方程 法 在 近期 的 发 展 不 断 克 服 了 存在 的 问题 ,已 显示 出 很 好 的 发 展 前 景 . 


§ 6.1 时 域 积分 方程 的 导出 


利用 时 域 积分 方程 法 解决 时 域 电磁 场 问题 ,首要 的 当然 是 导出 相应 问题 所 
满足 的 时 域 积分 方程 . 下 文 将 以 电磁 散射 问题 为 例 , 说 明 导 出 时 域 积分 方程 的 主 
要 方法 ,如 由 已 知 的 频 域 积 分 方程 经 傅 里 叶 逆 变 换 而 得 到 其 时 域 形式 .由 时 域 麦 
克 斯 韦 方程 出 发 直接 导出 ,以 及 用 势 函数 直接 加 以 表达 . 


6.1.1 由 频 域 积 分 方程 导出 时 域 积分 方程 


如 果 已 知 频 域 积分 方程 ,可 以 通过 傅 里 叶 逆 变换 求 得 相应 的 时 域 积 分 方程 . 
为 具体 起 见 ,我 们 以 理想 导体 散射 问题 为 例 讨 论 这 种 变换 的 方法 . 根据 假定 ,所 
有 场 量 的 傅 里 叶 逆 变换 都 是 存在 的 . 

已 在 8 5. 2 中 给 出 了 理想 导体 散射 问题 的 频 域 积 分 方程 (5. 2. 11) 和 
(5. 2. 12). 利用 频 域 麦克 斯 韦 方 程 ,可 得 

neE= in .YX 让 = 一 vv.7. 
CE WE 
把 上 式 代 入 方程 (5. 2. 11) 中 ,并 把 场景 与 频率 的 关系 清晰 地 表现 出 来 ,就 可 得 到 
nxXEiCr,w) +nxP.V. | iG rr dj 


—n* Er,w) VG(r,r’,w)]dS’ =0,r€ SS, (6.1.1) 
nXH'i(r,w) +nXP. v.| Flr ,XYEr ,rw) ds = 二 Triw， rES. 
和 


(6. 1. 2) 
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利用 标量 函数 f(t) 和 g(z) 的 卷 积 定理 
F[Lf(D) x g(D] = F[ 厂 rosc=-odr]- F[FCzD)]F[g(D]， 
可 以 证 明 , 对 矢量 函数 4(2) 和 B(2) 有 
F[A(CD) x F(D] 一 F[| a rar] 


一 F[4(D]。F[FGD)]， (6.1.3) 
F[AC) @ BO)] = r[[ 4(r) X BC 一 adr] 
= F[A(z)] XFLB(CD]. (6.1.4) 


其 中 F[。 J] 表示 伍 里 叶 变换 .将 以 上 两 式 用 于 方程 (6. 1. 1) 和 (6. 1. 2) ,然后 进行 
傅 里 叶 逆 变 换 . 根据 假设 , 健 里 叶 逆 变 换 可 与 原 积分 调换 顺序 ,于 是 有 


nXE(r,t)+nxXP. v.| {pF iw fr’ sw)]* FCGCr,r’ »w)] 
上 
一 Fn ECr’,w)]* FLV Gr,r’,w)])dS’ = 0, rE S, (6.1.5) 
nxX Ht) +nxP. v.| FTL, ,0)]@ FY G,r ,wlds’, 
: 

= res. (6.1.6) 
其 中 下 [，] 表 示 健 里 叶 逆 变换 . 令 尽 = |r 一 mr ,eg 一 (Cr 一 r)/R, 将 GCR,a) 一 
es /4xR 代 入 

FA[V G(R] = 下 | VGR, Ded. 
TJ 一 = 


由 于 VMGCR,o) = ea 这 GCR,ow) + RR] 
则 有 
Fi[vV GR 和 | ( 加 + 站)e( 人 go 
其 中 wv 为 电磁 波 的 传播 速度 . 和 有 有 
站 


A ct Wie 25(:—#), 


可 得 


1 全 + 去 8(: 一 )， (6.1.7) 


向 
[CRo]= 这 (> 号 + 玉 


-IFA 
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再 利用 以 上 两 式 ,可 得 
Fiw jr ,w)]*F [G(R,w)] 


EE) R 
=- 站 2 (Rr)de 
Ci 洛 
= 证 纪 oo， (6.1.9) 
Fn[7r' ao]@FnCYGCR,w)] 
Sp 7 / ex/l19 和 
= 去 [oo x 和 多 (了 这 + 去)ja(: 一 全 一 -jdr 
全 二 5 en 
起 ( 世 部 + 丰 人 ,DX 侨 ， (6.1.10) 
其 中 r=: 一 苹 表 示 延 迟 时 间 , 县 J ,7,9 一 让]. | 
利用 以 上 结果 ,由 方程 (6. 1.5) 和 (6. 1.6) 可 得 
nx ED 一 mx 二 P. v.| { 乱 关 Tr 1D 
1 ny 
一 僚 ( 汪 旺 + 亦 ) Er',Djds' re s, (6.1.11) 
1 生 洁 :在 十 , er lds’ 
nx HiCr,t) +nx PF. vf {(3 + 让 Cr ,DX 入 Jas 
= 二 (nD ,resS. (6.1.12) 
引入 等 效 面 电荷 
n+ Er’,r) = Ho,(r',D, (6.1.13) 


方程 (6. 1. 11) 可 写成 如 下 的 形式 , 即 


nXEl(r,t)= nx BP. Ws 上 傣 27. (rr) 
se(l192 

eR ( var 

方程 (6. 1. 12) 和 (6. 1. 14) 分 别称 为 时 域 磁场 积分 方程 和 电场 积分 方程 . 


6.1.2 由 时 域 麦克 斯 韦 方程 直接 导出 


时 域 积分 方程 也 可 借助 于 时 域 势 函 数 由 时 域 麦 克 斯 韦 方程 组 直接 导出 . 
设 在 由 e 和 A 描述 的 均匀 媒质 空间 中 存在 源 (r,t) 和 plr,z), 则 电磁 场 满 
足 的 时 域 麦 克 斯 韦 方 程 组 为 


识 )e.r sD as’, res. (6.1.14) 
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VXECr,t) =—p@H(r), (6.1.15) 
VXH(r,t) 一 eBECr,D) tI), 《6.1.16) 
Ve Er = :or'0， 《6.1.17) 
Vv. Ht) = 0. (6.1.18) 
由 于 吾 具 有 无 散 性 ,可 引入 时 域 矢 量 势 函数 A(r,1) ,将 HH 表示 为 
H(r,t) 一 工 VXA(r,D， (6.1.19) 
天 
将 上 式 代 人 方程 (6.1. 15) ,得 
9 二 
vx [ECr2 +8]=0. C6. 1. 20) 


这 表明 E 十 部 为 无 旋 场 . 于 是 ,可 引入 时 域 标量 势 函数 Pr,D) ,将 其 表示 为 
Elr,D) + aA) 一 一 YpCryD。 (6.1.21) 


将 式 (6.1. 19) 和 (6.1. 21) 代 人 方程 (6. 1. 16) ,可 以 得 到 
: 
a 
V24(r,D —e 3ACr,D 二 Vv [7 ACr,D) 十 ty BPD |-pT Crt). 


(6. 1. 22) 
引入 洛 伦 效 规范 条 件 
Ve ACD +o pln) =0, (6. 1.23) 
便 由 方程 (6. 1, 22) 得 到 A 满足 的 非 齐 次 波动 方程 
VIACr,t) — ey BAC) =—pJ (r,t). (6. 1.24) 


对 式 (6. 1. 21) 取 散 度 ,并 利用 方程 (6. 1. 17) 和 式 (6. 1. 23) , 即 可 得 到 gCr,t) 满 足 
的 非 齐 次 波动 方程 


Viglr,) — su Oplrt) = 一 dr, (6. 1. 25) 


由 此 可 见 ,只 要 由 方程 (6. 1. 24) 和 (6. 1. 25) 分 别 解 得 ACr,t) 和 gCr,t) ,就 
可 以 通过 式 (6. 1.19) 和 (6. 1. 21) 分 别 求 出 HCr,t) 和 ECr,t). 利用 满足 方程 


az 
zG=6(r—r,t—1) (6. 1. 26) 


VG—e 
a 


的 时 域 格林 函数 


Rd i eR 
Grsr’ t,t) = 人 了 )， (6. 1. 27) 


162 欠 变 电磁 场 一 一 理论 和 计算 


其 中 R=|r 一 r|. 方 程 (6.1.24) 和 (6.1.25) 的 解 分 别 为 
一 一 本 sr tt Tr st dV de 
Alr,t) 相信 ce rt r,t )dV dr 


0 1 OR/ 
名 人 xc 0 ER dr dy 


= 在 Tav'， (6. 1. 28) 
NV 


pr) = 一 | | Gor st pr dV adr 


=- 二 | 2 和 Rv (6. 1.29) 


4rejv 
其 中 V 是 J 和 6p 均 不 为 零 的 区 域 . 
将 以 上 两 式 代入 式 (6. 1. 21) ,考虑 到 


= Ron € DD, VR) = UR),, 


可 得 到 
_ 1 I 让 
ECr,t) 去 |.G (二 及 十 让 ) 全 oo,oav 一 站 | 去 EAU 
(6.1.30) 
假设 存在 以 S 为 表面 的 理想 导体 ,由 其 上 的 面 电流 J.(r,t) 和 面 电 荷 p, r,t) 
产生 的 散射 场 人 


1 8 pb! 
全 E+ 下 


EF'(r,t) = ( QJ.(r, rds. 


去 


)e.r ,r)dS' 一 ,让 号 


(6.1.31) 
将 场 点 r 移 至 S 上 将 出 现 奇异 积分 ,这 时 可 用 主 值 积分 代替 上 式 等 号 右 侧 的 两 
项 积分 . 如 果 由 和 p, 是 由 和 人 射 场 玉 和 H; 所 引起 的 , 则 在 导体 表面 上 应 满足 边 
界 条 件 
nX(E+E)=0. (6. 1. 32) 
将 式 (6.1.31) 代 入 上 式 , 便 可 得 到 时 域 电 场 积分 方程 (6. 1. 14). 
类 似 地 ,可 导出 时 域 磁场 积分 方程 (6. 1. 12). 


6.1.3 用 势 函数 直接 表示 的 时 域 积分 方程 


考虑 一 个 表面 为 S 的 理想 导体 被 一 脉冲 电磁 波 照射 ,其 表面 感 生 电流 为 
由 Cr, ,由 此 产生 的 散射 电场 E*《r,t) 可 表示 为 


E:(J.) =- 台 一 vp， (6.1.33) 


其 中 
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J,r',t— R/v) 


Y， .1.34 
Alr,t) RdS (6.1.34) 

1f pr ,t—R/v ov 6.1.35 
pr = 二 | dS’, (6.1.35) 


式 中 R=|r 一 r"|,e 和 A 分 别 为 导体 外 均匀 媒质 的 介 电 常量 和 磁 导 率 ,oz 为 电磁 
波 的 传播 速度 ,一 1/ Vsw. J, 和 p, 满足 方程 


Vr + pC) =0, (6. 1. 36) 
由 此 可 得 
--[ VJdr. (6. 1. 37) 
于 是 ,plr,) 可 表示 为 
grt) =— t| ps 至 人 Cr ds’dr. (6. 1. 38) 
如 果 用 人 S 上 满足 边界 条 件 
[E'(J) +E'], = 0， (6.1.39) 
其 中 下 角 标 t 表示 S 上 的 切 向 分 量 . 将 式 (6. 1. 33) 代 入 上 式 , 可 得 到 
[tv gern] = Er, |,， 在 S 上 . (6. 1. 40) 
显然 ,方程 (6. 1. 40) 是 以 J,(r,t) 为 未 知 量 的 积分 方程 . 可 以 认为 ,这 是 电场 积分 
方程 的 一 种 新 形式 . 
设 


pm) 1f YJ(r,t— R/v) 
r,t) ER 


es 47aR dS ， (6.1.41) 


对 方程 (6. 1. 40) 取 时 间 偏 导数 ,可 得 


[2 人 252+wwr'o] -EE|. (6.1.42) 
这 是 电场 积分 方程 的 另 一 种 形式 . 
此 外 ,散射 磁场 厂 (r,t) 可 由 式 (6. 1. 19) 表 示 为 
HO) = 二 YXxA， (6.1.43) 
在 S 上 需 满足 边界 条 件 
由 = ax [HU +H], (6.1.44) 


其 中 为 S$ 上 的 外 法 向 单位 矢量 ,HH (r,t) 为 信 射 磁场 . 式 (6. 1.43) 和 (6. 1. 44) 
就 构成 以 J 为 未 知 量 的 磁场 积分 过 程 . 可 以 看 出 ,磁场 积分 方程 只 能 用 于 闭合 
的 几何 结构 . 
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§ 6.2 任意 形状 细 导 线 散射 问题 的 时 域 积分 方程 法 5 


下 面 开始 以 具体 问题 为 例 讨论 时 域 积分 方程 的 数值 解法 , 细 导 线 问题 在 电 
磁场 理论 中 具有 重要 意义 ,以 其 为 基础 的 细 导 线 网 模型 可 以 模拟 任意 形状 的 导 
体 , 现代 时 域 积分 方程 的 数值 解 方法 是 ,对 空间 变量 采用 甜 量 法 ,对 时 间 变 量 则 
采用 有 限 差分 方式 ,两 者 的 结合 形成 一 种 时 间 步 进 法 . 时 间 步 进 方法 又 分 为 显 式 
和 隐 式 两 种 . 为 了 提高 计算 效率 ,又 发 展 了 时 域 平 面 波 法 ,如 同 频 域 积分 方程 求 
解 中 的 快速 多 极 子 方法 . 


6.2.1 任意 形状 细 导 线 问题 的 描述 


考虑 长 度 有 限 任意 弯曲 均匀 的 理想 细 导 线 ,其 半径 为 a. 设 a 很 小 , 即 当 用 
wn 表示 和信 射 波 频谱 上 限 频 率 所 对 应 的 波长 时 ,满足 a<4s. 在 这 种 情况 下 , 导 
线 表面 电流 的 横向 分 基 可 以 忽略 不 计 , 而 仅 考虑 沿 导线 轴 向 流动 的 部 分 . 进一步 
假定 导线 的 表面 电流 密度 是 均匀 的 ,导线 轴线 用 曲线 坐标 ! 表示 , 则 表面 电流 密 
度 J(1,t) 可 表示 为 

(0t) 一 Ta (6.2.1) 

其 中 &, 为 沿 轴线 切 向 的 单位 矢量 . 

式 (6.1.33) 至 (6.1.35) 给 出 了 散射 场 由 矢量 势 和 标量 势 构成 的 表示 式 . 对 
细 导 线 而 言 ,矢量 势 A 和 标量 势 p 化 为 如 下 的 形式 


Alr,t) = | dr， (6.2.2) 
一 工 [gCr 一 R/o) 
pr LR dv， (6. 2.3) 


其 中 R=(|r 一 r'|* 十 a*)'”,g, 为 线 电荷 密度 .根据 连续 性 定理 ,q, 与 电流 了 之 间 
满足 
SA 


a 一 3 (6. 2.4) 
于 是 ,利用 式 (6. 2. 3) 和 (6. 2. 4) , 式 (6. 1. 41) 所 定义 的 少 可 表示 为 
_9 1f9rGr,— R/V,, 
Yr) 一 EAA 1 aR dz (6. 2.5) 


利用 以 上 关系 ,就 可 根据 给 定 的 人 射 场 E' 得 到 由 式 (6. 1. 42) 表 示 的 描述 细 
导线 散射 问题 的 时 域 积分 方程 ,其 未 知 量 为 电流 I(1,2). 


6.2.2 显 式 时 间 步 进 法 
为 了 对 时 域 积分 方程 (6. 1. 42) 进 行 数值 计算 ,首先 要 把 细 导 线 进行 离散 化 
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处 理 , 最 简单 的 是 利用 直线 段 构 成 的 折线 来 近似 地 模拟 弯曲 的 细 导 线 ,如 图 6-1 
所 示 : 其 中 (a) 图 为 原 细 导 线 的 形状 ;(b) 图 为 用 N 个 直线 段 的 近似 表示 ,mm 表 
示 任 意 一 段 ,其 位 矢 为 rm. 


图 6-1 细 导 线 的 离散 化 模型 


在 r 一 mm 处 定义 单位 切 向 分 晤 6 为 


i = 一 (6.2.6) 
| re] 
对 离散 后 的 细 导 钱 ,时 域 积分 方程 的 空间 部 分 可 用 和 矩 量 法 求解 ,为 此 定义 基 
函数 
1， 4 
| i (6.2.7) 


0, 其 他 . 
若 采 用 伽 辽 金 法 , 且 用 矢量 函数 e 和 6 的 对 称 积 作为 其 内 积 , 即 


a,b) 一 fe » bdl’, (6. 2. 8) 
则 由 式 (6. 1. 42) 可 得 
(sso) (ia) 9 


其 中 fa 为 检验 函数 .对 于 时 间 变 量 ,用 间隔 At 进行 等 分 , 且 令 t, 二 nAt,n 一 0， 
1,2,…. 把 函数 的 时 间 导 数 用 中 心 差分 近似 ,可 以 得 到 

Ar't) 本 Al(r in) 一 2ACr,ts) 十 4(Crt (6. 2. 10) 

at At 
检验 函数 与 矢量 势 函数 的 内 积 可 用 4 在 ru 的 值 与 所 在 单元 的 长 度 Al。 的 乘积 
近似 表示 ,其 中 Al, 二 |r。; 一 r,_3|1, 即 有 
(Ja ACr,t)) A Cr) 。ALG。， (6. 2. 11) 

类 似 地 ,检验 函数 与 人 射 波 电场 的 内 积 取 以 下 近似 
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~ Bni)\ BE'(rast) ,os 
(ran， Al. (6.2. 
考虑 到 梯度 的 单 向 运算 性 质 , 又 可 得 
(JayVWCryt)》 A Tm ts) — Yr th,). (6. 2. 
利用 以 上 近似 , 式 (6. 2.9) 可 以 表示 为 
[2 二 多 十 4Cre st 1) 上 和 + pr te) 

— Yr 4 ) 一 ge “ Ald, 

m= 1,2,.,N. (6.2. 


所 求解 的 方程 的 未 知 函数 是 沿 轴线 电流 ,需要 把 电流 用 基 函 数 近 似 表示 , 设 


六 
Tri = DL Wf ri), 
ft 


其 中 I,(4) 为 未 知 系 数 ,是 该 方法 中 的 待 求 量 . 
把 式 (6. 2. 15) 代 和 人 (6. 2. 2) ,可 得 


N 


DRG, —R/Wfr) 
mr ER > 
Alr,t,) 中 TR 


dl 


x 
pO — Ra/ Kal 
ba 


其 中 
[fd 
k=-| 抱 -， 
R, 一 (| r。 一 六 | 十 az)22， 
Ra 一 | mr 一 天 | 


而 对 天 。 的 计算 不 像 初 看 上 去 那么 简单 ,需要 作 以 下 区 分 , 即 


Al 
K,, -| ram tm 


Km hk= m, 


其 中 
Kn 一 去 [4 十 过 十 a022) 一 Inks 十 (号 十 a2)22)]， 
a 
3 一 | rn re je 


为 了 建立 时 间 步 进 法 递 推 方程 ,把 式 (6. 2. 16) 中 的 4 表示 成 


〈6. 2. 


(6. 2. 


(6.2. 


(6.2. 
(6. 2. 


(6.2. 


(6.2. 


12) 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


18) 
19) 


20) 


21) 
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A= Kanln (ba)G A(T,t,), (6. 2. 22) 
其 中 A 表示 把 一 攻 项 提出 以 后 A 的 剩余 部 分 这样 处 理 后 ,4 中 的 所 有 元 素 计 
算 的 时 间 都 早 于 4 因为 R-, 关 0. 也 就 是 说 ,在 计算 1 (1.) 之 前 ,4 中 的 所 有 元 
来 都 应 该 是 已 知 的 . 
最 后 还 需要 yrm,t) 的 离散 形式 ,为 此 把 式 (6. 2.15) 代 入 式 (6. 2. 5) ,可 得 


1 [ell, —R,. /Wf/a ,, 
rms ts) 四 Tr :dl 


由 于 fi 是 矩形 脉 串 ,其 导数 为 在 7} 和 7,-} 的 6 函数 ,并 可 把 它 的 作用 延伸 为 
从 ri 到 rin， 这样 , 式 (6. 2. 23) 可 表示 为 


(6. 2. 23) 


a 
Phrarts) = DY ray) — YY Gr,)], (6. 2. 24) 
| 
其 中 
， 1 LC — Ru/W rm 
,) 一 一 (6.2.25 
六 一 让 1 = 和 ( ) 
Cr) = Ra/W fr dl 
人 AL Te 
R= (ra —retl’+a’ Je 
AR =| nr 1， 
AL =| ms 一 天 |。 (6. 2. 26) 


至 此 ,所 有 有 关 参 量 都 已 进行 了 离散 化 处 理 , 具 备 了 总 体 计算 的 基础 . 为 了 
得 到 时 间 步 进 的 递 推 形式 的 计算 程序 ,把 式 (6. 2. 22) 代 入 式 (6. 2. 14), 并 用 
2 一 1 替代 ,于 是 便 有 


BE (ret 1) 
Knl, (t,)AL, 一 i 


» Al 


谋 芋 —2A(r,t.1) | 7 


Ar: i 
— Prat st 1) + plrai tei) 
m= 1,2,.…,N. 〈6.2. 27) 


该 式 的 左 侧 各 项 是 :一 坟 时 的 值 , 而 其 右 侧 诸 项 中 的 元 素 都 是 在 i 以 前 的 值 . 如 
果 令 "一 0 和 ?一 1 时 入 射 场 E 在 细 导 线 上 引发 的 电流 为 零 , 从 n 一 2 开始 进行 
计算 ,而 后 按 步 推进 至 "一 3,4,5,…, 一 直 计算 到 所 需 的 时 间 段 为 止 ,这 就 是 一 
种 时 间 步 进 法 (marching on in time, MOT). 

最 后 ,还 有 一 个 重要 问题 没有 解决 ,就 是 At 的 选取 规则 . 作为 显示 时 间 步 进 
法 ,必须 有 At<R。,/v, 其 中 Rs 是 所 有 |r, 一 r; | 中 最 小 者 . 如 果 该 条 件 不 能 得 到 
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满足 ,就 会 使 得 一 个 观察 点 的 电流 与 同一 时 间 间 隔 内 邻近 点 的 电流 有 关 , 这 就 不 
能 再 用 简单 的 时 间 步 进 法 进行 计算 . 所 以 ,At 的 选取 与 空间 的 离散 情况 有 关 , 而 
空间 的 离散 情况 又 与 散射 体 的 形状 及 人 射 波 的 频谱 有 关 . 


6.2.3 隐 式 时 间 步 进 法 


由 于 显 式 时 间 步 进 法 要 求 At 过 R,,/v, 限 定 了 At 的 选取 范围 ,这 就 直接 影 
响 到 显 式 法 的 计算 效率 . 就 这 一 点 而 言 , 隐 式 法 有 其 优越 性 ,因为 在 这 种 算法 中 
要 求 At>Rue。/v, 但 同时 出 现 的 问题 是 在 步 进 过 程 中 需要 对 矩阵 方程 求 道 . 
隐 式 方法 的 一 种 建立 过 程 是 从 式 (6. 1. 40) 出 发 ,针对 当前 的 问题 可 以 把 它 
写成 
[ 奖 +vo]-a =E.a. (6. 2. 28) 
现在 ,对 时 间 的 导数 采用 向 后 差分 近似 , 即 


[ee —A(r,t,_1) 
At 


也 可 以 把 它 写成 另 一 种 形式 
[ACrst,) + (At) Volr,t)] oa, = [ADE' r,t,) + ACr,t, 1)] a,. 
(6. 2. 30) 
用 与 前 面 同样 的 方法 可 以 把 矢量 势 函数 表示 为 式 (6. 2. 16) 的 形式 ,但 现在 
把 ACr,,t,) 分 成 两 部 分 
Alrnsts) = A ts) + Aart) (6.2. 31) 


+ Vp) a = Er,t,) .A,. (6.2.29) 


其 中 
AN 
A rat) pO) Tr) Keds (6. 2. 32) 
| 


这 里 如 一 所 一 Re/v 对 于 Ai《rast) ,At>> Ru 故 和 ;到 不 委 站 而 对 于 
4 (rn ) ,At 一 Re/v, 故 如 二 -因此 ,在 计算 到 六 时 段 时 4, 中 的 元 素 还 是 
未 知 的 ,而 4, 中 的 元 素 都 是 已 知 的 了 . 

式 (6. 2. 30) 中 的 p 可 由 式 (6.2.3) 出 发 进行 离散 化 处 理 . 为 把 电流 作为 未 知 
量 , 利 用 式 (6. 2.4) 可 把 式 (6. 2. 3) 改 写成 


了 
gra st,) =- 二 | BC :2 于 ax (6.2.33) 
人 汪 矶 们 用 全 人 全 人 人 
I SU ee a i oe 
glra vt) 一 re hodar| Har. 6.2.34) 
把 Bfi/di 按 有 限 差分 近似 ,可 表示 为 


第 六 章 ”时 域 积 分 方程 法 169 


a 
rab) = DLgt r,t) — gr rt,)], (6. 2. 35) 
Ee 
其 中 
1 人 Pe d?” 
7 一 一 d 一 -一 二 一 一， (6.2.36) 
Wt mr) a /Tr ria 
。 WN dr 
尝 会 = 玉生 
贡 me) ne Jdt ji 0 
了 二 训 元 一 me | 十 az)22， 
A 一 | 产 一 rr |， 
Al 一 | rr 一 天 |. 
和 分 解 矢 量 势 的 方法 一 样 , 也 把 标量 势 分 解 为 两 部 分 , 即 
pr) = Gira yt) + par st,). (6. 2. 38) 
把 以 上 结果 代入 式 (6. 2. 30) 并 写成 矩阵 形式 , 则 
al lt,) = F(t,) 十 BITCtR)。 (6. 2. 39) 


在 该 方程 中 矩阵 的 元 素 由 势 函 数 的 那些 项 构成 ,它们 的 tx 满足 条 件 ,t_, 过 
te 亿 4, ,a 是 个 稀 朴 矩阵 ,其 稀疏 程度 依赖 At 的 选择 , 它 的 元 素 a 不 是 时 间 的 函 
数 , 故 只 需 在 起 始 时 计算 一 次 . 

和 矩阵 下 的 元 素 由 人 射 场 决定 ,可 像 对 待 矢量 势 一 样 地 近似 计算 而 得 

(Ha BiCr,t,)) Er st,) » ALG。。 (6. 2. 40) 

式 (6. 2.39) 中 的 BI (tn) 中 的 元 素 都 满足 条 件 ,ts 二 1,, , 故 在 递 推 中 它们 是 已 
知 的 . 

由 式 (6. 2. 39) 不 难看 出 , 隐 式 时 间 步 进 法 与 显 式 法 的 最 大 区 别 , 是 在 每 一 时 
间 步 都 要 进行 一 次 矩阵 求 北 . 


6.2.4 计算 实例 


文献 [24] 给 出 了 对 不 同形 状 细 导 线 散射 特性 的 计算 结果 ,所 用 的 人 射 波 为 
高 斯 型 的 平面 波 ,可 表示 为 


i ss 4 [eards 
El(r,t)=E. ertr 1, (6.2.41) 
“TY 


其 中 &. 为 人 射 波 传播 方向 的 单位 矢量 ,T 为 高 斯 脉冲 宽度 ,E, 为 人 射 波幅 度 . 
选取 E。 二 3774.v/m ,T 二 2LM,ct 二 3LM(LM 为 光 米 ,等 于 电磁 波 在 真空 中 
传播 1 米 的 时 间 ). 考虑 工 形 的 细 导 线 , 各 边 长 1m, 半 径 a=10-，m, 沿 z 和 > 坐 
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标 放置 . 当 用 显 式 法 计算 时 每 一 段 细 导线 划分 为 10 个 单元 ,而 用 隐 式 法 时 则 分 
成 5 个 单元 ,两 种 方法 的 时 间 步 长 都 选 为 0.05 LM. 拐角 顶点 处 的 电流 计算 值 随 
时 间 的 变化 由 图 6. 2 给 出 . 同时 给 出 的 还 有 用 离散 傅 里 叶 逆 变换 (IDFT) 法 所 得 
的 结果 . 


电流 /A 


时 间 /LM 
图 6-2 高 斯 脉冲 照射 下 工 形 细 导 线 上 引发 的 时 域 电流 


由 此 可 以 看 出 , 显 式 法 与 IDFT 法 所 得 结果 相 比 符合 得 较 好 . 隐 式 法 的 结果 
在 早期 也 与 其 他 两 种 方法 相当 一 致 ,但 在 后 期 振荡 的 衰减 要 快 得 多 . 这 一 现象 的 
出 现 是 因为 隐 式 法 给 出 更 稳定 的 结果 . 文献 [24] 中 所 给 出 的 其 他 结果 显示 了 类 
似 的 情况 、 


$ 6.3 任意 导体 散射 问题 的 时 域 积分 方程 法 2 


上 一 节 通 过 细 导 线 散射 问题 讨论 了 数值 求解 时 域 积分 方程 的 基本 原理 ,说 
明了 显 式 时 间 步 进 法 和 隐 式 时 间 步 进 法 的 建立 过 程 . 本 节 将 把 以 上 方法 推广 到 
更 加 复杂 的 任意 形状 的 三 维 理想 导电 散射 体 的 电磁 散射 问题 ,以 便 加 深 对 这 些 
方法 的 理解 ,提高 使 用 它们 解决 问题 的 能 力 . 


6.3.1 三 维 导 体 的 离散 模型 


正如 上 一 节 所 表明 的 ,用 时 间 步 进 法 求解 电磁 场 的 时 域 积分 方程 时 ,是 用 矩 
量 法 处 理 有 关 空 间 变量 部 分 ,而 对 时 间 变量 则 采用 有 限 差分 法 . 用 矩 量 法 处 理 有 
关 空 间 变 基部 分 与 用 矩 量 法 求解 频 域 积 分 方程 的 做 法 十 分 类 似 . 

作为 第 一 步 ,首先 是 针对 散射 体 特性 选择 适当 的 离散 单元 . 对 理想 导体 构成 
的 任意 形状 的 三 维 散射 体 ,平面 三 角形 单元 是 最 合适 的 离散 单元 ,用 平面 三 角 单 
元 逼近 散射 体 表 面 边 界 , 称 为 散射 体 的 三 角 贴 片 模型 . 图 6-3 给 出 了 几 种 典型 的 
散射 体 的 三 角 贴 片 模 型 . 
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图 6-3 几 种 典型 的 散射 体 的 三 角 贴 片 模型 


为 了 用 矩 量 法 求解 时 域 积分 方程 ,下 一 个 重要 问题 是 针对 已 确定 的 离散 单 
元 确定 合适 的 基 函 数 . 根据 5. 2. 3 节 中 的 讨论 ,显然 应 选择 RWG 矢量 基 函 数 ， 
现在 我 们 用 B,(r) 表 示 它 ,其 具体 形式 为 


Zr， 7rETe， 

BCr) 一 1 1 SS (6.3.1) 
3A=P", rET， 加 一 1,2,， 
0， 其 他 ， 


其 中 的 各 参量 如 图 5-1 所 示 . 
在 求解 过 程 中 ,无 论 以 方程 (6. 1. 40) 或 (6. 1. 42) 哪 一 个 作为 出 发 点 ,都 需要 
计算 电流 密度 的 面 散 度 ,从 而 需要 计算 B,。 的 面 散 度 


传 rer, 
Wed rE€ETi, m=1,2,°. 人 
An。 
0， 其 他 . 


然后 采用 伽 辽 金 法 ,检验 函数 也 采用 式 (6. 3. 1) 的 形式 . 时 域 基 范 数 可 有 多 种 选择 ， 
这 里 将 采用 最 简单 的 等 分 法 ,用 At 表示 时 间 步 长 , 记 为 二 nAt (n 二 1,2,…， 
人 N,，N, 为 总 的 时 间 步 数 ). 按时 间 步 选取 的 不 同 , 时 域 步 进 法 又 可 分 为 显 式 解法 
和 隐 式 解法 . 在 显 式 解法 中 ,要 求 At 过 Rs/v; 在 隐 式 解法 中 ,要 求 At> Rs/v 
(Rn 为 空间 离散 点 间 的 最 小 距离 ). 


6.3.2 显 式 时 间 步 进 法 
以 方程 (6. 1. 40) 为 出 发 点 ,用 向 前 差分 近似 表示 4 的 时 间 偏 导数 ,将 t= 
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时 刻 的 方程 表示 为 
[1 vor)] 一 区 (rt 1, (6.3.3) 
或 
Alrstn) |, = [AtE' r,t,) — AtVo(r,st,)+ACr,t)]. (6.3.4) 
用 如 式 (6. 3. 1) 所 示 的 矢量 检验 函数 对 上 式 作 内 积 运算 .由 于 RWG 矢量 基 
函数 的 方向 对 三 角形 面 元 是 切 向 的 , 取 内 积 后 其 法 向 分 量 自然 消失 ,因此 有 
(Bs ACrstin)) = At(B, Ei(r,4,)) — AtB,, Ver,t,)) 
+ (BasACr,t)), m= 1,2,°. (6. 3.5) 


由 式 (6. 3.1) 可 知 
人 + 让 Lo - 
(B.A) = 二 2 AdS1 人 芝 o 4ds. (6.3.6) 
如 果 用 棱 边 m 中 点 处 的 值 ACr,) 作 为 AC(r) 的 近似 值 , 则 有 如 下 近似 表示 


(B.A) ~ ACr,) 。 [ 寺 |,ras+ 夫 ,9:5] 
~ AC) (pe + pe). (6. 3.7) 
由 矢量 恒等式 V ， ($F)= 二 F. V$ 十 9。F 和 RWG 矢量 基 函 数 的 性 质 , 可 知 
(B+ Vp) = 一 | pw Bds. (6.3.8) 


将 式 (6, 3,2) 代 入 上 式 , 并 将 ?用 三 角形 面 元 质心 处 的 值 pCr# ) 近 似 , 即 可 得 到 


-ev B.dS 一 一 [个 | was 一 生 | .oas] 


一 一 名 [Cr ) — pr )1. (6. 3.9) 
设 互 是 散射 体 不 在 在 时 的 人 射电 场 ,其 分 布 也 用 棱 边 m 中 点 处 的 值 B'(x,,) 近 
似 代替 ,于 是 有 


(B,.,E) ~ ps 十 ps )* Er,.). (6. 3. 10) 


将 式 (6. 3.7),(6. 3.9) 和 (6. 3. 10) 代 人 方程 (6. 3. 5) ,并 按 顺 序 将 n 换 成 n 一 1， 
则 可 得 到 


多 (pr +p )*» Alr,,t,) 


4 
一 ps 十 PR )。 下 (rt ai) 十 APCrs tl) 一 PC ti)] 
L, 
十 如 (5 +ps )» ACrssts i), m= 1,2,%. (6.3.11) 


计算 A 和 ?9 需要 将 未 知 表面 电流 J 作 如 下 近似 展开 
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NN, 


Jr 一 > TCDOBCr)， (6.3.12) 
et 


其 中 到 (z) 为 棱 边 上 上 的 未 知 电流 展开 系数 ， i th ele N, 
为 除 边界 棱 边 外 S 面 所 包含 的 面 元 边 数 . 任意 一 个 三 角形 面 元 最 多 有 3 个 非 零 
基 函 数 . 对 于 特定 的 棱 边 &, 相 应 的 基 函 数 B 是 唯一 一 对 其 有 电流 正 交 分 量 的 ;而 
与 TF 其 他 边 相关 的 电流 则 与 该 棱 边 平行 ,从 而 对 其 正 交 分 量 的 贡献 为 零 . 因 
此 ,Ci) 可 以 被 理解 为 在 :时刻 垂 直流 向 棱 边 & 的 电流 (了 在 棱 边 & 上 的 正 交 
分 量 为 1). 边界 棱 边 之 所 以 能 从 式 (6. 3. 12) 中 消去 , 正 是 因为 满足 了 垂直 于 表 
面 边界 的 电流 为 零 的 要 求 . 
考虑 ACr,t,) 在 4 时刻 的 计算 .将 式 (6. 3. 12) 代 入 式 (6.1. 34) ,得 


Dh, —R/WB,r’) AN 
4(ri) = + dS ~ DL — Ra /vB,,, 


4rR 
(6. 3. 13) 
其 中 


Ra 一 |r。 一 产 | ， 了 B。 = 吕 六 dS'， 

R 一 |m 一 六 1， 天 一 Ly 07s 
rm 和 7 分 别 为 楼 边 m 和 棱 边 & 中 点 处 的 位 矢 . 在 推导 式 (6. 3. 13) 的 过 程 中 ,为 
了 避免 繁琐 的 积分 ,用 下 (一 Re yw 代替 了 到 (一 R/u) ,这 是 以 假定 在 T+ 内 
电流 的 变化 不 明显 为 前 提 的 . 当 m= 时 ,R, 一 0. 令 A'(r,1,) 表 示 分 离 出 这 一 
项 后 的 A(r,t,), 即 有 

Cr) = BT。 (ts) tA rz,). (6. 3.14) 

对 丸 时 刻 p r,t) 的 计算 ,可 进行 类 似 的 处 理 . 将 式 (6. 3. 12) 代入 式 

(6. 1. 38) ,可 得 


A 2 (Dv.B, 


Pr) 一 一 | 上 RdS'dr 
le 
Ne 
Vv.B 1 vB 
六 ?| Bd 
| i 45 一 +t) Da mi ds 
和 
~ LCD drpt + Leodes]， (6.3. 15) 
其 中 
开 一 二 一 RS/o， RS 一 | ,一 |， 
坟 人 1 ds ， 且 一 lm 一 “1 ， m=1,2,N,. 


d 
9 二 RE 
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如 果 用 r 替换 式 (6. 3. 15) 中 的 r, 则 可 计算 面 元 质心 处 的 p. 

这 时 ,方程 (6. 3. 11) 中 的 各 项 均 可 计算 . 考察 该 式 可 以 发 现 ,只 有 4Cr 如) 
这 一 项 要 在 时 刻 计算 ,而 其 他 各 项 都 是 取 i 时 刻 的 值 ,而 这 些 值 假 定 都 是 已 
知 的 . 于 是 ,只 要 保证 对 所 有 的 m 和 k(m 关 选取 At 二 Rm /v, 就 可 由 此 得 到 时 
域 电场 积分 方程 的 一 种 显 式 解 . 再 应 用 式 (6. 3. 14) ,可 得 
多 B » (pi + pe ,lt,) = 人 or +pr) Elr,,t, il) 一 ps 十 后 ) 

[LA(Cr 和 5) — ACra yt) + LAtLgr tl) — pr ,t1)]. 
(6. 3.16) 

这 是 用 已 知 电流 计算 未 知 电流 的 迭代 格式 ,用 于 计算 坟 二 1,2,… ,NN, 时 t= 时 
刻 的 电流 ,然后 再 推进 一 个 时 间 步 ,计算 +1 时 刻 的 电流 . 依 此 类 推 ,充分 体现 出 
步 进 解法 的 特点 . 


6.3.3 隐 式 时 间 步 进 法 


为 了 导出 方程 (6. 1. 40) 的 隐 式 解 ,用 向 后 差分 近似 表示 A 的 时 间 偏 导数 ， 
在 局 时 刻 有 
[A pd] = [Er (6. 3.17) 
或 
[ACrst) + Atvplrst,)], = CAB Cr sts) + ACrst iD] (6.3.18) 
仍 用 显 式 解法 中 的 矢量 检验 函数 对 上 式 作 内 积 运算 , 有 
(Bas ACrst)) 十 (BAtVPCryE)》 
= (Bn AtB' C7,t,)) 十 (BACrit 1)), m= 1,2,., (6.3,19) 
上 式 还 可 改写 为 
(BsACrst)) — (Vv Bs Atp rst,)) 
= (Bs AtE' (r,t) + (Ba AG)), m=1,2,, (6.3.20) 
由 于 近似 处 理 与 显 式 解法 有 所 不 同 ,所 以 二 者 的 内 积 表达 式 有 一 定 的 差异 . 
由 式 (6. 3.1) 可 知 


(BsA) =] 起 六 4ds+ | 六 .4dS， (6.3.21) 
这 里 以 在 Tx 质心 处 的 值 4(Crs ) 作 为 4 的 近似 值 ,这 比 用 三 角形 面 元 棱 边 中 点 
处 的 值 近似 更 有 效 ,因为 任意 一 个 三 角形 面 元 的 三 条 边 可 用 同一 个 被 积 函数 表 
示 . 这 时 ,有 


(B.A) ~ 4ACrst) 。 a FaCs | 


人 
24.。 
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一 号 [Ar + pi +AGE) pi]. (6. 3. 22) 
与 显 式 解法 作 相同 的 近似 ,有 
(B, * Vg) 一 一 上 [PCr) 一 Pr )]. (6. 3. 23) 
再 用 面 元 质心 处 的 值 E'(r 汪 ) 近 似 地 表示 E' ,得 
(BE) ~ Sp Er) 十 5 « EC)]. (6. 3.24) 


将 以 上 三 式 代 人 方程 (6. 3. 20) ,并 按 顺 序 将 n 换 成 4 一 1, 则 可 得 到 
gp AlCri yt) tp » ACrS ,4)]— A Lys ,t,) 一 Pr ,t,)] 


At 
2 


py Er st,) + ps » Er ,,)] 


十 入 [p2 ACrit st) tp AGE st 1)], m= 1,2," 


(6. 3. 25) 
仍 将 未 知 表面 电流 J 按 式 (6. 3. 12) 展 开 . 将 式 (6. 3.13) 和 (6. 3.14) 代 和 信 方 
和 人 3. 25) ,经 整理 可 得 


3 RE RR 一 oO 袜 < tt) m= 1,2,.,N,, 
(6. 3. 26) 
Re (eT) 
+ LC ) (eps 
th (Gps J 
th 和 3 pe 《6.3.27) 
zon Ch) 一 (0 2 Car)( 生 ]; | 
-49a)( 关 | 二 淹 -7) 
— (nwar)( 人 |; 二 ) 
+ (roar) ) (和 TT) (6. 3. 28) 
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Rt/v Re =|r ~rls 
F(t,) 表 示 i 时 刻 的 式 (6. 3. 24). 
在 隐 式 解法 中 ,At 的 选择 与 散射 体 的 离散 化 无 关 . 当 用 方程 (6. 3. 26) 计 算 
所 时刻 的 电流 时 ,直到 ;时刻 的 电流 都 是 已 知 的 . 若 式 (6. 3. 27) 和 (6. 3. 28) 中 
的 某 些 项 满足 ASR* /u, 将 这 些 已 知 项 移 至 方程 (6. 3. 26) 等 号 右 侧 ,未 知 项 
仍 保留 在 等 号 左 侧 , 则 方程 (6. 3. 26) 可 写成 


N nN i 
Doislil,) = Fat) 十 BBsl, (4 —), m=1,2,,N,, 
k=1 k=l v 


(6. 3. 29) 
其 中 cwe 和 Re 分 别 为 矩阵 和 8 的 元 素 , 其 表达 式 不 难 由 相关 方程 导出 .a 是 稀 
朴 和 矩阵 ,其 稀疏 程度 与 At 有 关 . 由 于 该 矩阵 不 是 时 间 的 函数 , 故 只 需 在 初始 时 刻 
计算 一 次 , 通过 和 迭代 法 求解 方程 (6. 3. 29), 即 可 获得 散射 体 表面 上 的 电流 . 


6.3.4 时 间 步 进 法 在 三 维 散 射 问题 中 的 应 用 


文献 [24] 中 给 出 了 在 平面 波 高 斯 脉冲 照射 下 图 6-3 中 所 示 各 类 导体 上 所 
发 的 电流 ,这 里 仅 给 出 对 导体 球 的 计算 结果 . 

入射 波 仍 如 式 (6. 2. 41) 所 示 , 但 入 射 波 方 向 选 为 一 &.,E, 一 120ra.,T 一 
4LM,cto 二 6LM. 球体 的 半径 为 0.25 m, 球 心 位 于 坐标 原点 ,球面 沿 0 和 9 方向 
分 别 分 为 相等 的 4 份 和 8 份 ,共有 72 个 未 知 量 . 图 6-4 给 出 了 三 种 方法 的 计算 
结果 ,其 中 J 为 赤道 上 乡 为 22. 5° 处 的 电流 ,在 用 显 式 法 计算 时 ,时 间 步 选 得 很 
小 ,为 0.033825LM. 因此 为 了 计算 15LM 时 段 内 的 结果 ,计算 超过 了 450 步 . 对 
同一 网 格 模型 ,用 隐 式 法 计算 时 选择 时 间 步 长 达 0. 3 LM, 因 而 只 需 计算 50 步 . 
该 例 已 清楚 地 显示 了 隐 式 时 间 步 进 法 的 优越 性 . 


---- 显 式 (A1=0.033825 LM) 
(A1=03 LM) 


ho /Am) 
o 
S 


0.0 10.0 200 30.0 
时 间 /LM 


图 6-4 对 球体 的 计算 结果 
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6.3.5 时间 步 进 法 的 稳定 性 和 计算 效率 


用 显 式 时 间 步 进 法 解 电磁 场 问题 的 时 域 积分 方程 存在 的 一 个 问题 一 一 即使 
满足 稳定 性 条 件 , 在 解 的 后 期 有 时 还 会 出 现 不 稳定 现象 ,其 形式 是 幅度 呈 指 数 增 
长 的 振荡 ,振荡 周期 与 时 间 步 长 有 关 . 时 间 步 进 法 出 现 不 稳定 的 原因 是 ,得 到 的 
代数 方程 所 对 应 的 齐 次 方程 包含 指数 函数 形式 的 解 ,但 是 这 些 振荡 能 够 被 激发 
还 是 由 于 计算 中 误差 的 积累 . 计算 中 的 有 限 差分 对 误差 的 增长 起 主要 作用 ,尤其 
是 1/At 因子 会 把 误差 放大 . 迭代 计算 使 误差 积累 随时 间 步 的 推进 而 增长 , 减 小 
AA! 将 使 误差 的 放大 量 更 大 ,从 而 使 振荡 更 早出 现 . 在 高 斯 脉冲 作用 下 ,球体 散射 
问题 中 散射 磁场 的 一 种 不 稳定 现象 如 图 6-5 所 示 . 


= 


i 
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 
1 


图 6-5 一 种 不 稳定 现象 


与 显 式 法 不 同 , 隐 式 法 理论 上 是 稳定 的 . 而 且 由 于 在 隐 式 法 中 取 At> 
Ruan/z, 也 可 提高 计算 效率 . 除 此 以 外 , 隐 式 法 还 有 以 下 特点 ， 

首先 ,在 隐 式 解法 中 ,所 有 场 量 都 在 三 角形 面 元 的 质心 处 取 值 . 未 知 电流 系 
数 与 棱 边 相关 ,这 意味 着 对 方程 (6. 3. 26) 变 换 后 的 总 矩阵 元 与 由 棱 边 m 和 楼 边 
^ 构成 的 棱 边 对 相关 ,将 位 于 与 棱 边 m 对 应 的 三 角形 面 元 质心 的 观察 点 和 与 楼 
边 & 对 应 的 三 角形 面 元 中 的 源 点 联系 起 来 . 计算 总 矩阵 元 的 积分 对 于 与 同一 面 
元 对 相关 的 任意 棱 边 对 是 相同 的 . 比 单独 计算 总 矩阵 中 每 个 元 素 更 为 有 效 一 - 
先 计算 所 有 与 每 个 观察 点 和 源 点 所 在 的 面 元 相关 的 矢量 势 函 数 和 标量 势 函 数 ， 
然后 选择 适当 的 权 函 数 , 并 代入 与 这 些 面 元 对 相关 的 各 棱 边 所 对 应 的 矩阵 元 素 . 
这 种 算法 比 直 接 计算 每 条 棱 边 所 对 应 的 矩阵 元 的 效率 提高 数 倍 . 

当 散 射 体 足够 长 (如 几 个 脉冲 宽度 ) 时 ,更 有 效 的 方法 是 先 求 出 延迟 时 间 和 
计算 矩阵 元 前 的 瞬间 电流 . 如 果 电 流 低 于 按 脉冲 电流 峰值 所 设 定 的 门限 ,就 可 避 
免 总 矩阵 元 的 计算 . 当 散射 体 为 电大 目标 时 ,如 果 能 用 简单 的 几何 光学 法 确定 物 
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理 上 的 阴影 区 , 即 可 消除 该 区 域 矩阵 元 的 计算 . 

近年 来 ,由 于 隐 式 解法 允许 选取 更 大 的 时 间 步 长 ,时 域 积分 方程 的 直接 求解 
引起 了 科学 家 的 浓厚 兴趣 . 选择 适当 的 时 间 步 长 ,还 可 避免 后 期 不 稳定 性 . 由 于 
显 式 解法 受到 数值 稳定 性 条 件 的 限制 ,离散 网 格 空间 确定 后 ,最 大 的 时 间 步 长 也 
就 被 限定 了 . 研究 表明 , 显 式 解 法 即使 满足 Courant 稳定 性 条 件 也 易于 产生 后 期 
不 稳定 ,这 是 因为 其 时 间 步 长 较 短 . 此 外 ,尽管 到 电流 对 空间 变量 和 时 间 变 量 的 
平均 可 能 会 延缓 甚至 消除 不 稳定 现象 ,但 是 对 某 种 特定 网 格 适 用 的 消除 不 稳定 
的 方法 不 一 定 适用 于 其 他 网 格 . 

尽管 隐 式 解法 可 以 取 较 大 的 时 间 步 长 ,但 由 于 在 每 一 时 间 步 都 需要 对 矩阵 
求 逆 ,影响 了 计算 复杂 度 . 总 体 来 说 ,用 时 间 步 进 解法 求解 时 域 积分 方程 的 计算 
复杂 度 约 为 OCN,Ns) ,其 中 N, 为 时 间 取 样 数 ,Ns 为 空间 取样 点 数 . 

显然 ,对 瞬 变 电磁 场 问题 而 言 , 时 域 积分 方程 的 时 间 步 进 法 是 一 种 直接 时 域 
方法 ,这 种 方法 与 上 一 章 讨论 的 频 域 -时 域 变换 法 有 很 大 不 同 . 频 域 方法 分 析 瞬 
变 电 磁 场 问 题 时 ,对 每 个 频率 样 点 都 要 对 一 个 满 阵 求 逆 . 显 式 时 间 步 进 法 没有 矩 
阵 求 逆 问 题 ; 隐 式 时 间 步 进 法 在 进行 中 每 一 步 都 要 对 矩阵 求 逆 ,但 这 和 矩 阵 可 能 是 
高 度 稀 酬 的 . 

频 域 法 的 优点 在 于 ,所 得 代数 方程 的 系数 矩阵 与 人 射 波 无 关 ,对 于 不 同形 式 
的 人 射 波 , 只 要 求 得 了 各 有 关 频 率 点 的 结果 , 频 域 数 据 则 不 需要 重复 计算 ,只 需 
按 频谱 加 权 进 行 逆 变换 , 即 可 得 到 对 应 新 人 射 波 的 时 域 解 . 对 直接 时 域 方法 而 
言 ,对 不 同 的 人 射 波 都 要 重新 进行 计算 . 如 果 只 需 某 一 较 短 时 间 段 的 时 域 响应 ， 
则 用 直接 时 域 法 比较 有 利 , 因 为 若 用 频 域 法 则 仍然 需要 整个 频谱 范围 内 的 频 域 
信息 ,计算 量 一 点 也 不 能 减少 . 

尽管 时 域 积分 方程 的 时 间 步 进 法 具有 一 定 的 优越 性 ,但 对 电大 目标 散射 特 
性 的 计算 晤 还 是 非常 巨大 ,其 至 利用 很 先进 的 计算 机 也 无 法 完成 ,这 仍然 限制 着 
这 种 方法 的 广泛 应 用 . 


§ 6.4 时 域 平 面 波 法 C 


在 用 矩 量 法 求解 频 域 积分 方程 时 ,应 用 快速 多 极 子 方法 提高 了 计算 效率 ,其 
主要 原理 是 把 源 的 场 展开 为 一 组 平面 波 的 从 加 . 为 了 加 快 时 域 积分 方程 的 求解 , 相 
应 发 展 了 类 似 的 方法 , 称 为 时 域 平面 波 法 (Plane-Wave Time-Domain, PWTD) ,其 
原理 是 把 瞬 态 场 展开 成 平面 波 表示 . 实践 证 明 , 把 时 域 平面 波 法 与 时 间 步 进 法 相 结 
合 ,大 大 提高 了 时 域 积分 方程 的 计算 效率 ,其 计算 复杂 度 可 降 至 OCN,NslogNs). 


6.4.1 时 域 平面 波 法 原理 
本 小 节 将 局 限于 讨论 一 个 时 间 有 限 宽度 源 信号 的 展开 问题 ,但 这 一 要 求 并 
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不 限制 它 的 应 用 . 因为 ,任意 源 信号 g(r, 四 总 可 以 划分 成 子 信号 的 全 加 
gr = Sa (6.4.1) 


其 中 设 定 每 一 个 子 信 号 g(r,) 在 区 间 (1 一 1) Tt<1T, 之 外 为 零 . 若 源 信号 
qi 人 r,t) 所 激发 的 场 用 u(r,t) 表 示 , 则 对 线性 时 不 变 系统 而 言 ,总 场 wx(r,D) 为 


L 
ur = Dulrst), (6.4.2) 
台 


而 w(r' 妨 就 可 以 用 时 域 平面 波 法 来 处 理 . 
参照 式 (1. 4.14) , 源 与 场 的 关系 可 表示 为 


(rt = 小 Ra dy’ 
一 | FR dV, C6. 4. 3) 
aR 
其 中 * 表示 时 间 卷 积 . 
时 域 平 面 波 法 的 关键 是 利用 展开 式 
(r,t) -二 2 dgsing| dz|。 6[t—k. Cr—r’ )/v] x qr ,0dr’, 


(6.4.4) 


其 中 大 一 zsingcosp 十 ysinbsinp 十 zcosb 是 单位 方向 矢量 . 该 式 把 (r,t) 表 示 成 
沿 所 有 方向 传播 的 平面 波 的 全 加 . 通过 积分 可 揭示 (r,t) 和 ww (r,t) 之 间 的 关 
系 ,为 此 采用 新 的 坐标 系统 (x ,y ,z ) 和 对 应 的 (9 ,gy ,p ) ,这 时 的 z' 坐 标 设 定 


沿 R 一 r 一 ”方向 . 在 新 坐标 系 中 大 。R 一 Reosg ,其 中 及 = |r 一 r|. 经 计算 ,可 发 现 
(rt) 一 一 起 -中 [ dg| singaC —kE.R/w x qi(r' ,dg 


= [er 『 sing8(: 一 Reosb' /0) * g(r’ st) dg 


Br vAt 
23G— 
=-|4 A Be Tt de 
ms 
dt— R/v) i +R . 
=| se x g(r sD dr [<¥ ER x gi(r’ st) dr 
(t+ R/v) , 7 
= u(r,t) -| SER gr ,dr,. (6.4.5) 


这 就 说 明 , 灰 (r,0 与 w(r' 切 之 间 只 差 一 个 附加 项 ,该 项 所 代表 的 信号 违反 因果 
律 ,因为 它 在 源 信号 存在 之 前 在 观察 点 就 出 现 了 , 故 称 它 为 妖 信 号 . 如 果 信号 持 
续 时 间 T, 比 R/v 短 , 则 在 观察 点 出 现任 何 真实 场 w (ro 之 前 它 就 消失 了 ,这 一 
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条 件 保 证 了 真实 信号 与 妖 信 号 永 不 交 码 . 也 就 是 说 ,选择 T,(<<R/v) 作 为 子 信号 
的 持续 时 间 ,就 可 以 置 妖 信 号 于 时 间 门 之 外 . 

为 了 构造 式 (6. 4. 4) 瞬 变 场 的 快速 算法 ,考虑 限制 在 以 R, 为 半径 的 球 内 的 
源 和 位 于 相同 半径 之 内 的 任意 观察 点 ,两 个 球 的 中 心 位 置 分 别 用 r, 和 7r。 表示 ， 
并 令 R.=m 一 rm, 且 假定 R. 一 1R.| 之 2R,.. 也 就 是 说 , 源 和 观察 点 所 在 的 球 互 不 
重合 ,如 图 6-6 所 示 . 


图 6-6 源 和 观察 点 相互 位 置 的 表示 


由 于 r 一 ”可 分 解 为 
r 一 站 一 (Cr 一 ro) 十 (rs 一 r) 一 (一 r)， 
则 式 (6. 4.4) 可 表示 成 
(rt) = 人 2: 一 让。(r 一 /四 x 工 (人 ,RD 


x (Jacet ke rr /lalr ddr ))dn, (6.4.6) 


其 中 dn = | dsing| dg 表示 在 单位 球 上 的 积分 ,而 函数 CE,R. ,的 具体 内 


容 则 是 


1 9 2 
Ba tk R/v). (6.4.7) 
积分 式 (6. 4.6) 可 分 为 3 个 步骤 实现 : 
(1) 首先 ,完成 最 右 侧 的 卷 积 和 积分 ,并 令 


qi (kt) 一 ec "Cr 一 r)/o]x*giCr tdr ， (6.4.8) 


Tk,R.,t) 一 一 


该 部 分 可 解释 为 外 行 射线 ,它们 沿 方向 天 离开 源 所 在 的 球 ,所 有 qd?" (和 K,D) 一 起 提 
供 源 的 瞬 态 远 场 模式 . 
(2) 第 二 步 完成 式 (6. 4. 6) 的 中 心 部 分 的 卷 积 , 即 


人 (站 一 了 (下 ,RD x dm (站 2， (6.4.9) 
算 子 T(E,R.,D * 把 每 个 离开 源 所 在 球 的 射线 转移 到 观察 球 , 故 称 or(&,2) 为 进 
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人 的 射线 . 
(3) 最 后 ,完成 式 (6. 4. 6) 中 最 左边 的 卷 积 和 积分 , 亦 即 
rt) = —h srr) /vg k,n dg, (6.4.10) 
也 就 是 短 加 所 有 投射 到 观察 点 的 入射 射线 . 
正如 已 指出 的 , 源 和 观察 点 之 间 的 距离 为 子 信号 的 时 段 设 定 了 一 个 上 限 ， 
考虑 到 所 设置 的 球 内 源 与 球 内 观察 点 之 间 的 最 近 位 置 , 选 T, 二 (R. 一 2R,)/v 
就 是 设 定 一 个 合适 的 时 间 门 限 而 消除 妖 信 号 . 这 一 条 件 意味 着 : 对 于 :<4T,， 
u(r =0 而 (SUT, 时 加 (ri 一 三 (rs 


6.4.2 理想 导体 散射 问题 的 混合 时 域 积分 方程 


下 面 将 讨论 时 域 平 面 波 法 如 何 具体 地 应 用 于 时 域 积分 方程 的 求解 . 因为 应 
用 的 例子 是 电磁 散射 问题 的 混合 积分 方程 , 故 先 就 此 问题 加 以 讨论 . 

为 了 消除 内 谐振 现象 ,在 求解 频 域 积分 方程 时 采用 了 混合 积分 方程 . 在 时 域 
中 也 有 类 似 的 做 法 , 即 采 用 混合 时 域 积分 方程 . 

利用 式 (6. 1.23) ,可 将 电场 积分 方程 (6. 1. 42) 改 写 为 
(总 [一 YY) .Ac'p| = Bcr,n|, 
或 

[Ff (六 !- vv)， Acreode] =E(rt) | ， (6.4.11) 
其 中 工 为 单位 并 矢 . 将 式 (6.1. 34) 代 入 上 式 , 得 
[和 a (1-7 vv) 2 as'] = Ei(r,t) | 


(6.4.12) 
令 LD =nxnx [gf af (Br rr) 
6 
J.(r' st —R/v) ,1 
‘ds’], (6.4.13) 


则 方程 (6. 4. 12) 的 一 种 等 价 形式 可 写 为 
LAJAr 0)} =nXnXE(r,t), re S( 妈 TS, 和 S_ ), (6.4.14) 
其 中 S; 和 S- 分别 表示 S 的 外 表面 和 内 表面 . 
类 似 地 ,将 式 (6.1. 34) 代 入 式 (6.1.43) , 令 


“I 1 9 ’ 1 , . 了 
TriD) 一 | [Tr D+ Dx Cr 一 r)dS'， 


(6.4.15) 
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并 利用 
nxXH(r,t)=—nXH(rt), r€ES., 
可 将 由 式 (6. 1. 43) 和 (6. 1. 44) 构 成 的 磁场 积分 方程 写 为 
Jr =nXH(rD), res.. (6. 4.16) 
一 种 有 效 的 混合 时 域 积分 方程 具有 如 下 形式 , 即 
LAAT MOI SnXnXErD) tnXH r,t), rES_，(6.4.17) 
其 中 LD mH rsD))}, (6. 4. 18) 


式 中 a 是 实数 因子 ,7 是 外 部 空间 媒质 的 特征 阻抗 .“] 
6.4.3 时 域 平面 波 法 用 于 求解 时 域 积分 方程 


与 快速 多 极 子 方法 类 似 , 时 域 平面 波 法 也 采用 单元 分 组 的 方式 ,将 不 同 的 单 
元 区 别 对 待 , 以 降低 计算 复杂 度 . 为 此 ,首先 用 一 虚拟 的 立方 体 盒子 包围 散射 体 ， 
并 将 盒子 分 成 若干 个 相等 的 立方 体 单元 ,每 个 单元 都 有 一 个 半径 为 R, 的 外 接 
球 .将 包含 在 每 个 立方 体 单 元 中 的 基 函 数 称 为 一 个 组 ,并 将 每 个 非 空 立 方 体 单元 
用 (Ce 一 1,2,…,Ne) 标 记 . 然后 ,根据 设 定 的 立方 体 单元 中 心间 的 距离 标准 将 立 
方 体 单元 对 (a',a) 分 为 “ 近 场 "组 和 “ 远 场 " 组 . 属于 “ 近 场 ”组 的 基 函 数 间 的 相互 
作用 按 经 典 的 步 进 解法 计算 ,而 属于 “ 远 场 ” 组 的 基 函 数 间 的 相互 作用 则 采用 时 
域 平面 波 法 计算 . 时 域 平 面 波 法 的 基础 是 将 任 一 观察 点 的 场 表示 为 平面 波 的 得 
加 ,只 要 该 观察 点 距离 源 的 分 布 足够 远 . 

“ 远 场 "组 中 的 一 个 立方 体 单元 对 如 图 6-7 所 示 , 其 中 包含 基 函 数 B, (7) 
Qn 二 1,2,…) 的 单元 w 称 为 源 盒 ,包含 基 函 数 B,(r) (m= 二 1,2,…) 的 单元 a 称 为 
观察 盒 , 其 外 接 球 就 称 为 观察 球 . 两 个 盒子 中 心 的 位 矢 分 别 为 六 和 rs ,连接 两 个 
中 心 的 矢量 记 为 R.=r; 一 r;,R. 二 |R.|. 


图 6-7 “ 远 场 "组 中 的 一 个 立方 体 单元 对 
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为 了 方便 ,将 与 源 基 范 数 相关 的 电流 表示 成 


i 
Jr = DTDB,) = f(DB,r), n=1,2,., (6.4.19) 
各 


其 中 .为 棱 边 m 上 的 未 知 电流 展开 系数 ;T, 为 时 间 展 开 系数 ,将 f,(#) 均 匀 分 成 
相连 的 已 段 ,每 段 记 为 f, (0 (一 1,2,…,P). 定 义 时 间 段 T 一 CNVP 二 1)At 
CN, 为 总 的 时 间 步 数 ) ,其 中 包含 子 时 间 段 

Te St Tm ToP， 

Tu = (~ DN,/P)AL, 

Ti = (UN,/P + DAL. 
这 样 ,J (r,t) 又 可 写 为 


» 
J lr) = > Jo(ryt)， (6. 4. 20) 
台 
其 中 Talr,t)= fC0)B, 7), 
n/p 
fd)= > LT,w. (6.4. 21) 
i BH /pn 
于 是 ,与 f 相 联系 的 矢量 势 函 数 可 表示 为 
B,(r) ft— R/V ,, 
= 上 pA Ed A A en Ld 
A rt) 人 dS’, (6. 4. 22) 


其 中 5S, 为 任意 一 个 三 角形 面 元 n 的 面积 ,R=r 一 r',R 二 |RI. 另 一 方面 ,与 快速 
多 极 子 方法 中 的 平面 波 展开 类 似 , 令 


A rt) =— ss ano), 2.08(s a 4 
其 中 ae 一 singcosgz 十 sinbg singy 十 cos 全 为 球 坐标 系 Orbg 中 的 单位 波 矢 ， 
qu = J ap) saeao 
为 了 建立 Au(r,) 与 Aw(r, 四 之 间 的 联系 ,交换 式 (6.4. 23) 中 谱 域 积分 的 次 
序 , 并 将 空间 变量 变换 到 新 坐标 系 Or'g'g' 中 ,其 中 ev //R. 由 此 可 得 


eT ey 
Br = | dS.) 7 ( Rcosg' dp 


a "eB fl 
Br 中 sa | 一 Re 
a )fa le R/W eo 
R 
pg[ Blr fsGt+R/W ys 
dx)s R 


Do)* fu ds, (6.4.23) 


(6. 4. 24) 
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由 式 (6.4. 22) 与 (6. 4. 24) 对 比 可 看 出 , 式 (6. 4. 24) 所 表示 的 A 《r,t) 由 两 
部 分 组 成 : 一 部 分 是 正确 的 矢量 势 函数 4, (r,t) ; 另 一 部 分 是 与 之 反 因 果 关 系 的 
信号 , 称 为 妖 信 号 . 妖 信 号 比 正确 的 信号 提前 到 达观 察 点 . 

考察 式 (6. 4. 24) 还 可 以 发 现 , 由 f, (1) 辐射 的 正确 的 矢量 势 函数 不 会 在 
Tu 十 Ra/ 时刻 之 前 到 达观 察 点 ,而 妖 信 号 在 Tu 一 Re。/v 时 刻 之 后 消失 . 所 
以 ,选择 Te 一 Re/v 就 意味 着 fs(7) 在 正确 的 信号 到 达观 察 点 之 前 已 消失 , 且 
妖 信 号 和 正确 的 矢量 势 函数 在 时 间 上 永 不 重叠 . 这 一 结论 可 以 推广 到 分 布 在 其 
各 自 的 外 接 球 内 的 任意 源 点 和 观察 点 的 情况 . 对 这 种 构 形 , 当 源 信号 的 作用 在 
Tw 开始 之 后 ,正确 的 信和 号 可 在 (R. 一 2R,)/v 时 刻 到 达 . 因此 ,选择 

T, < CR. 一 2R.)/v， 


并 要 求 
站 te To 
4。(rti) 一 4 
4u(rt)，L 上 过 To， 
且 当 > 一 (R. 一 2R,)/v 十 Ti 时 , 妖 信 号 消失 . 
根据 散射 场 E* 和 H' 与 ACr,) 的 关系 , 当 tT 时 ,在 时 间 段 1(1=1， 
2,…，,P) 中 的 源 在 观察 球 内 产生 的 场 为 


2 


19 RS 
Ew (r,t) = 一 (六 I ) A rd 


es 
= 二 [Br 一 seodn 


1/ 
dmd 
v 


aeoa( 二 ) * fee Yds’ av， (6.4.25) 


Hn (rt) = VX A r,t) 
A 
:a Ea 
-于 可 | [ar 


xj aeoale 一 ea 。 =r) * CdS de. (6. 4. 26) 


以 上 两 式 表明 ,散射 场 可 用 矢量 势 函 数 的 横向 分 量 构 造 . 
为 了 研究 平面 波 表示 在 快速 算法 中 的 价值 ,用 基 函 数 B, (”) 来 检验 互 (r,D)， 


即 有 
《B。(r) ,A(r,)) =— a aaol], as(。 . 三)] 


te )] 


x* fult)dS’, (6.4.27) 


T 
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其 中 达 Tuo. 类 似 地 ,由 式 (6.4.13),(6.4.15),(6.4.17),(6.4.25) 和 (6.4.26) 
可 以 求 得 , 当 t<<T,。 时 ,有 
(B,(r) ,Ew r,t)) =0, (Blr),Hw (rst)) =0, (6.4.28) 


当 t 宇 Tiw 时 ,有 
(B,C ,LLT DD = Ee dPLSa erst se)] * Tel yt) 


x [St Ce, ,e)] x fal) dn, (6. 4. 29) 

ss ; 

(Ba) ,LaLa rt)]) = Ee [Sa Ce sm x TCei,t’) 
x*[St(e,t se)]x fault) dn, (6.4. 30) 


(B, ,LLJ 7,0] =— 了 (r) ,LL r,t)]) 


+ (B,C7) ,LL r,t)]), (6.4. 31) 
5 
其 中 Te sd) = Sat “R./w), (6. 4. 32) 
Si (ets) -| ux B,Cr)e(te. as’ 
5S, vv 
(0= mn, W= en). (6. 4. 33) 


若 对 式 (6. 4. 29) 一 (6.4. 31) 进 行 数值 积分 ,需要 在 时 间 上 对 电流 密度 加 以 
限制 .于 是 ,电流 密度 可 用 时 间 有 限 函 数 近似 表示 ,例如 


IN,/P 


fdD= 2 Ly, (6.4.34) 


i pr 

其 中 y()==y(t 一 iAt) 是 受到 限制 的 内 插 函 数 . 式 (6. 4. 32) 可 表示 为 
Te 1t) = Fe, ,t,o00) 2 ， 

其 中 


Fe, ,1,M) = 2 D2v+ DP, 全)P.Ccosy)， 1 入 Rs/u， 


(6.4.35) 
P,(z) 为 v 阶 勒 让 德 多 项 式 .与 场 的 时 间 有 限 性 一 致 , 式 (6. 4. 35) 中 的 求 和 上 限 
可 截断 为 池 =M[ ' ]， 
M = int(4nXf.R,/wW 十 1， (6. 4. 36) 
X 为 超 抽样 因子 ,其 他 参数 的 含义 请 参看 文献 [27] 和 [28]. 由 此 ,可 利用 以 下 内 
积 关系 完成 相关 的 计算 
(BDLAT TD)) = zz] 六 六 rs- Cewsse ye) 了 


Tuo p=04——M 
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x Te ts M) x [Si ewst ye) x fat) de’, (6. 4. 37) 
MM 
(B, (7) ,L, {J r,t))}) = ss) mwn[SzCew ,mr 
Br VW To po 


x Te rt ,M) < [SF (ei st seipo) J * fut) dt’, (6.4. 38) 
4r(1—cos’0,) 
其 中 Wm (2MTDTCOMTIDPwCcosg ) 平 ， 
eu = singocosy, 十 sinb,sinp, 十 cosb,， (6, 4. 40) 

0 是 Pm1《cos9) 的 第 p 十 1 个 零点 ,9, 二 2xq(2M 十 1). 

在 式 (6.4.37) 和 (6.4. 38) 中 ,最 后 一 个 卷 积 项 表示 将 源 分 布 映射 成 一 列 外 
向 射线 平面 波 ,也 被 称 为 倾斜 堆积 变换 (slant stack transform, 简 称 SST) ,中 间 
的 卷 积 项 将 其 变换 为 内 向 射线 ,第 一 个 的 卷 积 项 和 谱 积分 使 内 向 射线 转换 到 观 
察 点 . 可 以 通过 以 上 三 个 过 程 的 瞬 态 场 重建 类 似 于 频 域 的 快速 多 极 子 方法 . 分 析 
表明 ,将 这 一 方法 与 步 进 解法 结合 ,可 使 时 域 积分 方程 求解 的 计算 复杂 度 降 低 至 
OCN,N¥ logNs). 


6.4.4 时 域 平面 波 法 的 应 用 实例 


文献 [21] 中 给 出 了 多 个 上 述 方法 的 应 用 实例 ,用 以 说 明 PWTD 的 计算 精度 
和 效率 ,下 面 只 选 两 个 例子 加 以 说 明 . 

第 一 个 算 例 是 关于 和 矩形 谐振 腔 谐振 
频率 的 计算 ,谐振 腔 的 尺度 和 结构 示 于 
图 6-8(a). 谐 振 腔 上 加 了 一 个 50 9 的 同 
轴线 负载 ,其 内 导体 为 0. 8 mm, 并 带 有 
50 9 的 源 电阻 , 底 端 接 有 47 9 的 终端 电 
阻 . 在 负载 线 与 腔 体 的 缝 院 间 加 有 电压 
源 以 供 测量 ,电压 源 的 形式 为 
Vilr,t) =Vocos[2rf, lt—t,) Je 1()’, 
其 中 Vo=1V,f。=1.15GHz,o=9.55X 
El 

计算 和 测量 结果 由 图 6-8(b) 给 出 ， 
两 者 的 一 致 性 相当 好 ,作为 一 个 内 问题 
对 所 述 方法 的 可 靠 性 是 一 个 有 力 的 
证 明 . 

第 二 个 算 例 是 关于 VFY218 飞机 的 
电磁 散射 的 计算 ,计算 该 问题 所 设 的 未 
图 6-8 珑 形 腔 的 谐振 频率 知 量 达 9,747 个 ,照射 脉冲 的 形式 为 


(6. 4. 39) 


0 。 
07 .08 09 1 Ll 12 13 1415 16 
频率 /GHz 
(b) 
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< 


Ei(r,t) = pcos[2xr 广 (一 r eR/o)le te), 


其 中 四 一 2, 为 入 射 波 的 极 化 方向 ;大 一 一 3, 为 脉冲 的 人 射 方向 ; 刀 =100 MHz; 
o=6/(2rf5);fi =60MHz;t, =3. 50. 

除 用 时 域 平面 波 法 计算 外 ,还 用 程序 FISC(Fast Illinois Solver Code) 进 行 
了 计算 ,后 者 是 一 种 频 域 方法 . 图 6-9 给 出 了 两 个 频率 点 关于 雷达 散射 截面 的 计 
算 结果 ,再 次 获得 了 良好 的 一 致 性 . 


50 50 100 150 200 250 300 350 400 50 50 100 150 200 250 300 350 400 


角度 /() 角度 /(*) 
(a) 75 MHz (b) 105 MHz 


图 6-9 飞机 VFY218 雷达 散射 截面 


为 了 验证 PWTD 的 计算 效率 ,在 SGI Origin 2000(360 Mflop) 上 将 运行 结 
果 与 经 典 的 时 域 积分 方程 法 进行 了 对 比 ,图 6-10 给 出 了 结果 . 这 表明 , 随 着 空间 


25 3 55 4 45 
logN, 


图 6-10 PWTD 与 经 典 方法 计算 复杂 度 的 比较 
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离散 网 格 数 的 增加 ,计算 效率 的 提高 更 加 明显 . 计算 所 显示 的 复杂 度 可 表示 为 
OCN,NS ”logNs) ,这 与 理论 分 析 基本 一 致 . 

为 了 进一步 提高 PWTD 法 的 计算 效率 ,仿效 频 域 的 多 层 多 极 子 方法 ,也 发 
展 了 多 层 PWTD 方法 . 由 于 计算 能 力 的 提高 ,PWTD 方法 已 用 于 电大 目标 电磁 
散射 问题 的 计算 ， 

时 域 积分 方程 法 发 展 的 另 一 个 方向 是 ,应 用 面 的 不 断 扩大 和 新 技术 的 
引入 2] 
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时 域 有 限 差分 法 (Finite-Difference Time Domain, FDTD) 直 接 从 依赖 于 时 
间 变量 的 麦克 斯 韦 旋 度 方程 出 发 ,不 需要 任何 导出 方程 ,是 一 种 简单 、 直 观 的 时 
域 方法 . 由 于 该 方法 是 按照 时 间 步 的 推进 进行 计算 的 ,同样 适用 于 简 谐 场 , 故 也 
可 作为 频 域 方法 使 用 . 作为 时 域 法 ,时 域 有 限 差分 法 只 需 作 一 次 计算 即 可 获得 宽 
频带 的 丰富 信息 ,有 其 突出 的 优点 . 

经 过 近 四 十 年 的 发 展 ,时 域 有 限 差分 法 已 具备 了 非常 强大 的 解决 多 种 复杂 
问题 的 能 力 , 其 广泛 的 应 用 范围 是 其 他 方法 无 法 比拟 的 . 

为 了 处 理 各 种 类 型 的 复杂 问题 ,近来 还 发 展 了 许多 有 限 差分 处 理 技术 ,使 时 
域 有 限 差分 法 具有 更 丰富 的 内 容 ,本章 只 介绍 其 最 核心 的 部 分 . 


$7.1 时 域 有 限 差分 法 的 基本 原理 


7.1.1 微 商 的 差分 近似 


有 限 差分 法 是 指 用 变 基 离散 的 含有 有 限 个 未 知 数 的 差分 方程 近似 地 代替 连 
续 变 量 的 微分 方程 .因此 ,首要 任务 是 构造 合理 的 差分 格式 ,使 解 能 保持 原 问 题 
的 主要 性 质 ,并 具有 相当 高 的 精确 度 . 建立 差分 方程 的 基本 步骤 是 : 先 将 变量 按 
某 种 方式 离散 化 ,然后 用 差分 表达 式 近 似 地 替代 微分 方程 中 的 微 商 表达 式 . 为 了 
表明 用 差分 替代 微 商 的 精度 ,以 一 元 函数 为 例 加 以 说 明 . 假设 f(z) 为 z 的 连续 
函数 , 若 在 z 轴 上 每 隔 长 度 h 取 一 个 点 ,其 中 任 一 点 用 z;(i 二 0,1,…) 表 示 , 则 在 
点 zi+i 上 的 函数 f(z;,;) 值 可 通过 泰勒 (Taylor) 级 数 展开 表示 为 


pa 
za) = f(z) + | | re ab 
(7.1.1) 
由 此 可 得 
frm) = (2 Hf Cz) 十 入 Of(z) Of) a 
E 21 ar |, 31 ar | 
_ af(z) 
= 十 OC). (7.1.2) 


由 于 
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二 是 BCz)| of(z) 


A Tf 下 az | 3 a | 
(7.1.3) 
故 
fz) — f(z) _ f(z) _ haflz)| + 于 | 
天 和 | 3! ar | 
=22)| 十 Oo0D， (7.1.4) 


其 中 人 se 一人 sD 和 /50 人 


分 别称 为 /(z) 在 zx, 点 的 向 前 和 向 后 差 
分 . 由 式 (7. 1. 2) 和 (7. 1.4) 可 知 ,向 前 和 向 后 差分 与 微 商 的 差 均 为 变量 离散 步 长 


h 的 一 阶 近似 . 
将 式 (7.1.1) 和 式 (7. 1. 3) 相 减 , 解 得 
Le A 1) _ 二 se| i 3 f(z) ee 
3! ar’ + Br i 
_ af(zx) 
Se | to (7.1.5) 
其 中 2 人 大 2D 称 为 1(z) 在 z 点 的 中 心 差分 .由 式 (7.1.5) 可 知 ,中 心 关 


分 与 微 商 的 差 为 h 的 二 阶 近似 . 显然 ,就 差分 对 微 商 逼近 的 精度 而 言 ,中 心 差分 
的 精度 最 高 . 


7.1.2 Yee 氏 网 格 


为 了 建立 差分 方程 ,首先 要 在 变量 空间 将 连续 变量 离散 化 . 通常 用 某 种 形式 
的 网 格 划分 变量 空间 , 且 只 取 网 格 点 上 的 未 知 量 作为 计算 对 象 . 这 样 , 自 变量 变 
为 离散 的 , 且 只 需 在 有 限 个 点 上 计算 未 知 量 . 当 在 每 个 网 格 点 上 用 差分 代替 微 商 
时 ,在 一 定 空间 上 求解 微分 方程 的 问题 就 化 为 求解 有 限 个 差分 方程 的 问题 . 由 微 
分 方程 导出 的 差分 方程 的 一 般 形 式 称 为 原 方程 的 差分 格式 . 然而 ,一 个 逼近 程度 
高 的 差分 格式 不 一 定 能 给 出 计算 精度 高 的 近似 解 ,这 是 因为 合理 的 差分 格式 还 
必须 保持 原 问题 的 基本 物理 性 质 . 所 以 ,在 构造 差分 格式 时 常常 从 物理 定律 出 
发 ,以 便 给 出 高 精度 的 近似 解 . 

电磁 场 最 基本 的 规律 是 麦克 斯 韦 方程 组 ,对 时 变 场 而 言 ,最 基本 的 是 其 中 依 
赖 于 时 间 变 量 的 两 个 旋 度 方程 . 正 是 由 此 出 发 ,K. S. Yee 于 1966 年 创立 了 用 于 
电磁 场 计算 的 时 域 有 限 差分 法 . 
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一 般 情况 下 ,在 时 域 计 算 电磁 场 要 在 包括 时 间 在 内 的 四 维 空间 中 进行 . 如 果 
采用 有 限 差分 法 ,首先 要 对 问题 的 变量 空间 进行 离散 化 ,也 就 是 要 建立 适合 的 网 
格 剖 分 体系 . 从 麦克 斯 韦 旋 度 方程 出 发 建立 差分 方程 的 复杂 性 在 于 ,不 仅 要 在 四 
维 空间 中 进行 ,还 要 同时 计算 电磁 场 的 6 个 分 
量 . 如 何在 四 维 空间 中 合理 地 离散 6 个 未 知 场 
: 量 ,成 为 建立 高 精度 差分 格式 的 关键 问题 . Yee 
正 是 提出 了 一 个 合理 的 网 格 体系 , 才 成 功 地 创 
立 了 时 域 有 限 差 分 法 . 他 所 使 用 的 网 格 体系 称 
为 Yee 氏 网 格 . 直角 坐标 系 中 的 一 个 Yee 氏 网 
格 单元 如 图 7-1 所 示 , 其 特点 是 :电磁 场 各 分 
量 的 空间 取 值 点 被 交叉 放置 ,使 得 在 每 一 坐标 
平面 上 ,每 个 电场 (或 磁场 ) 分 量 的 四 周 由 磁场 

图 7-1 直角 坐标 系 中 的 一 个 “或 电场 ) 分 量 环绕 . 这 样 的 空间 配置 符合 电磁 

Yee 氏 网 格 单元 场 的 基本 规律 一 一 法 拉 第 (Faraday) 电 磁感应 
定律 和 安培 (Ampere) 环 流 定律 ,因而 也 符合 电磁 波 在 空间 传播 的 规律 . 电磁 场 
的 这 种 配置 使 得 时 域 有 限 差 分 法 可 以 在 计算 机 的 存储 空间 中 模拟 电磁 波 的 传播 
及 其 与 散射 体 的 相互 作用 . 此 外 , 当 网 格 空间 中 存在 媒质 突变 面 时 ,可 以 使 突变 
面 上 场 分 量 的 连续 性 条 件 自然 得 到 满足 ,因而 为 一 些 复杂 结构 的 计算 带 来 很 大 
方便 . 

电磁 场 的 计算 与 空间 媒质 的 电磁 性 质 联系 紧密 . 在 网 格 空间 中 ,除了 规定 场 
分 量 的 离散 取 值 点 以 外 ,还 必须 给 出 各 离散 点 处 媒质 的 电磁 参量 , 即 电场 取 值 点 
处 的 介 电 常量 ,电导 率 以 及 磁场 取 值 点 处 的 磁 导 率 、 等 效 磁 阻 率 . 这 也 说 明 ,通过 
赋予 离散 点 的 电磁 参数 ,时 域 有 限 差分 法 可 在 网 格 空间 中 模拟 各 种 媒质 空间 及 
各 种 电磁 结构 . 当然 ,用 立方 体 模拟 复杂 的 弯曲 几何 表面 在 计算 精度 上 会 出 现 问 
题 ,这 一 缺点 可 通过 采用 其 他 形式 的 网 格 克 服 . 

在 Yee 氏 网 格 中 ,每 个 坐标 轴 上 的 场 分 量 之 间 相 距 半 个 网 格 空间 步 长 ( 即 
网 格 单元 在 该 轴 上 的 长 度 ) ,因而 同一 种 场 分 量 之 间 正 好 相隔 一 个 空间 步 长 . 图 
7-1 中 没有 给 出 时 间 的 离散 规则 . 然而 ,为 了 保证 计算 的 稳定 性 ,离散 的 时 间 步 
长 与 空间 步 长 必须 满足 一 定 的 关系 . 这 样 , 在 实际 运用 时 域 有 限 差分 法 时 , 选 定 
了 网 格 的 空间 步 长 后 ,时 间 的 离散 规则 也 就 完全 确定 了 . 也 就 是 说 ,在 网 格 的 空 
间 结 构 选 定 后 ,就 可 由 差分 近似 构造 所 需 的 差分 方程 . 

利用 Yee 氏 网 格 的 建立 原则 ,还 可 建立 其 他 形式 具有 类 似 性 能 的 适合 不 同 
几何 结构 的 网 格 空间 . 
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7.1.3 ”麦克 斯 韦 旋 度 方程 的 有 限 差分 表示 


麦克 斯 韦 方 程 组 概括 了 宏观 电磁 场 的 基本 规律 ,其 中 两 个 旋 度 方程 分 别 是 
法 拉 第 电磁 感应 定律 和 安培 环流 定律 的 微分 形式 ,它们 是 时 域 电 磁场 的 基本 
方程 . 

假定 所 研究 的 电磁 场 问题 只 涉及 线性 各 向 同性 且 与 时 间 无 关 的 媒质 ,但 其 
中 可 能 存在 电 的 损耗 和 磁 的 损耗 . 在 无 源 区 域 ,麦克 斯 韦 旋 度 方程 可 表示 为 


VxE=—po ol, (7.1.6) 


vxH=eBE+oE, (7.1.7) 
oar 


其 中 为 电导 率 ,ou 为 等 效 磁 阻 率 ( 单 位 : Q/m). 引进 o 的 目的 主要 是 使 以 上 
两 式 具 有 对 称 性 . 

在 导出 差分 方程 时 ,需要 写 出 与 方程 (7. 1. 6) 和 (7. 1.7) 等 价 的 电磁 场 各 分 
量 分 别 满足 的 方程 在 直角 坐标 系 中 ,可 得 


Es 区 +(P — Sok, )， (7.1.8) 
1 (a -2 aE,), (7.1.9) 
(WE Ee oF.), (7.1.10) 
和 -二 (各 -人 oH)， (7.1.11) 
2 - 荆 ( 路 一 oH,), (7.1.12) 
各 -二 (名 -和 -o8.) (7.1.13) 


麦克 斯 韦 旋 度 方程 的 差分 近似 表示 就 是 从 以 上 6 个 一 阶 偏 微分 方程 出 发 导出 
的 . 在 电磁 场 问题 中 , 某 些 三 维 问题 可 以 简化 为 二 维 问题 ,从 而 使 讨论 大 大 简化 . 
在 散射 问题 中 ,如 果 入 射 波 和 散射 体 的 形状 、 结 构 均 与 坐标 = 无 关 , 则 散射 场 也 

与 < 无关 ,可 用 与 z 轴 垂 直 的 任 一 截面 上 的 解 完全 反映 三 维 问题 的 解 . 当 电 
场 .磁场 均 与 z 无 关 时 ,方程 (7. 1.8) 一 (7. 1. 13) 就 分 裂 为 分 别 对 应 于 TM 波 和 


TE 波 且 相互 独立 的 两 组 方程 , 即 
aE. _1 _aH, 
和 -+1(e By oF.)， (7.1.14) 


二 (各 -1 )， (7.1.15) 
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Es (和 -a ); (7.1.16) 
2 =- 工 ( 妥 - 弹 。 -oH.), (7.1.17) 
县 = (5:), (7.1.18) 
=—1 (Sr +oE,). (7.1.19) 


由 以 上 六 式 可 以 看 出 ,TM 波 只 有 E.,H, 和 互 ,3 个 分 量 ,TE 波 只 有 H.,E, 和 
,3 个 分 量 . 只 要 作 如 下 替换 
EmH,, Heo—E, He—E,, evry, ovo, 
就 可 以 由 一 种 类 型 的 波 变换 为 男 一 种 . 这 种 变换 关系 在 编写 程序 时 是 很 有 意义 的 . 
用 Az,Ay 和 Az 分 别 代表 沿 z 轴 ,y 轴 和 >* 轴 的 网 格 空间 步 长 , 任 一 网 格 点 
的 空间 坐标 可 简单 地 表示 为 
(isjsk) = (iAz,jAy,kAz), 
其 中 i,j 和 上 均 为 整数 ,分 别 表示 沿 z,y 和 轴 的 网 格 数 或 网 格 点 编号 . 时 间 步 
长 用 At 表示 ,n 为 非 负 整数 ,表示 迭代 时 间 步 数 . 一 般 地 , 任 一 时 变 参 最 下 既 与 
空间 坐标 有 关 , 也 与 时 间 变量 有 关 . 为 了 方便 ,可 采用 如 下 的 简化 表示 
F"(isj,k) = F(iAz,jAy, kAz,nAt). 
在 将 麦克 斯 韦 旋 度 方程 转化 为 差分 方程 时 , Yee 对 空间 微 商 采用 了 具有 二 
阶 精度 的 中 心 差分 近似 . 在 Yee 氏 网 格 中 ,由 于 场 量 之 间 相 上 距 半 个 空间 步 长 ， 
FJ) 沿 z 轴 的 中 心 差分 近似 可 按 式 (7. 1. 5) 写 为 
人 WE 
PR ly a meh) HOCAz’). (7.1.20) 
同 理 ,Yee 对 时 间 微 商 也 采用 了 中 心 差分 近似 , 且 相 隔 半 个 时 间 步 长 进行 计算 ， 
得 到 


十 OGAP)， (7.1.21) 


OF" (jk) Ri) 一 本 (ij 有) 
a At 
用 如 上 两 式 所 示 的 中 心 差分 近似 地 代替 方程 (7. 1. 8) 一 (7. 1.13) 中 的 微 商 ， 
就 可 获得 Yee 所 给 出 的 差分 方程 . 例如 ,对 点 (i 二 1/2,j,k) 处 的 EE, 分 量 ,在 第 
?十 1/2 时 间 步 ,可 由 方程 (7. 1. 8) 得 到 


地- 噩 (1+ 请 


At 
Aa Bie ee) 


2 
c(i 十 言 'j14) 


Ay 
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er 
Az 


2 
上 式 中 包含 相隔 半 个 时 间 步 的 3 个 E, 值 ,这 为 实际 编程 带 来 不 便 . 为 此 ,可 采 
用 如 下 的 近似 
Ent (i+ 二 人 一 }[e:" (i+ 3 k++ } 人 
这 样 , 由 方程 (7. 1. 22) 可 获得 已 . 分 量 的 差分 方程 


Er (十 去 


一 (二 宁 ES 人 (十 至 宁 的] (7.1.22) 


(二 


_ a 


(Te 2 


2e{(: 十 言 ,7) 
F At 1 
e (i+ 二 jh) 1 


2e (i 十 圭 'j,k) 


. i he H(i 十 言 j 一 诗 汪 ) 
总 


HT (it 3 Ela 3 )- mt (it 3 2)|. (7.1.23) 
Az 
类 似 地 ,可 获得 其 他 电场 分 量 满足 的 差分 方程 . 
由 方程 (7.1.8) 一 (7.1. 13) 的 对 称 性 又 很 容易 求 得 磁场 各 分 量 满足 的 差 
分 方程 . 由 于 在 方程 (7. 1. 23) 中 磁场 分 量 的 值 均 取 在 第 za 十 1/2 时 间 步 ,因此 
在 磁场 各 分 量 满足 的 差分 方程 中 出 现 的 磁场 值 也 应 取 在 第 2 十 1/2( 或 
n 一 1/2) 时 间 步 ,以 保证 其 中 的 时 间 步 长 为 一 个 时 间 步 长 ,也 可 以 保证 其 中 电 
场 分 量 的 取 值 时 刻 与 方程 (7. 1. 23) 中 的 相同 . 综 上 所 述 ,可 得 到 各 磁场 分 量 
满足 的 差分 方程 . 例如 ,对 点 (i,j 十 1/2,k 十 1/2) 处 的 妃 . 分 量 ,在 第 * 十 1/2 时 
间 步 有 
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有 (7 十 去 必 十 去 ) 
(i 十 言 中 十 言 )a 


2p(ioj 十 去 "十 译 ) 


A a lA 
Az 
E:(ini+ lkt 3)- E(k . | (7.1.24) 
Ay 
类 似 地 ,可 获得 其 他 磁场 分 量 满足 的 差分 方程 . 
由 方程 (7. 1. 23) 和 (7. 1.24) 可 以 看 出 ,时 域 有 限 差分 法 的 一 大 特点 是 ; 任 一 
网 格 点 上 的 电场 (或 磁场 ) 分 量 只 与 其 上 一 个 时 间 步 的 值 及 其 四 周 环 绕 的 磁场 
《或 电场 ) 分 量 有 关 . 此 外 ,方程 中 的 ey,o 和 cm 均 表 示 成 空间 坐标 的 函数 ,说 明 
这 些 参 数 可 以 设置 成 在 非 均匀 的 或 各 向 异性 的 媒质 中 具有 的 形式 . 因此 ,这 种 算 
法 在 处 理 媒质 的 非 均匀 性 和 各 向 异性 时 不 仅 有 效 , 而 且 很 方便 . 
方程 (7. 1. 23) 和 (7. 1. 24) 是 在 Az,Ay 和 Az 取 任意 值 时 的 一 般 情 况 . 在 没 
有 特殊 需要 时 , 常 将 这 三 个 空间 步 长 设 成 相等 的 ,构成 均匀 立方 体 网 格 . 若 用 As 
表示 统一 的 空间 步 长 , 则 有 
Az = Ay = Az = As. 
这 时 ， 居中 回归 天 本 用 私下 生 简化 案 玉 :好 


CA(i,j,k) = (7.1.25) 
OGA 

2eCi,jsk) 

At a ey 


E(i JR)As 1 十 ojok) A 
2eli,j,k) 


CB(i,j,k) = (7. 1.26) 


RACIAL 
mE 
DA (i,j,k) 了 07. 12%) 
Zui,j sk) 
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AFL 
HGjiDAs ] | oaG At 
2p(isj ok) 
以 上 四 式 一 般 都 是 空间 坐标 的 函数 . 即使 在 同一 个 网 格 单元 中 ,由 于 有 半 个 空间 
步 长 的 分 辩 率 ,也 可 以 被 赋予 不 同 的 数值 . 于 是 ,方程 (7. 1. 23) 和 (7. 1. 24) 变 为 


Er (i 二 去 'j,k)= CA (证 到 JE: (+ 去 必 )+CB(i+ 桔 jk) 


DB(i,j,k) = (7.1.28) 


: [ert (+ 机 + 去 ,一 (证 去 写 一 二 ,四 


士 H( 二 二 中 一 去 ) 一 瑟 汪 人 十 去 只 + 去 )] (7.1.29) 
Hr (i + 去 十 去 )= DA(i,j 二 去 小 二 H(i 十 于 ,十 去) 
1 


十 DB (7 十 去 儿 十 去 )[ 到 (7 十 去 必 +1)-—E (i 十 去, 人 


十 度 (7 十 二 ) 忆 (57+LA+ 二 外 (7.1.30) 


由 以 上 两 式 可 以 看 出 ,如 果 空 间 网 格 单元 的 总 数 为 N, 那 么 就 该 算法 的 主 
要 部 分 而 言 , 需 要 存储 的 数据 包括 6 组 电磁 场 分 量 和 4 组 表征 空间 媒质 分 布 的 
参数 ,各 自分 别 为 N 个 . 由 于 方程 中 出 现 的 两 个 相 邻 时 间 步 的 电磁 场 各 分 量 的 
值 不 被 重复 使 用 ,所 以 只 需 存储 一 个 时 间 步 的 计算 结果 . 也 就 是 说 ,该 算法 所 需 
的 存储 空间 与 N 成 正比 .还 可 以 看 出 ,每 一 时 间 步 总 的 计算 时 间 等 于 每 个 网 格 
点 的 计算 时 间 乘 以 N, 所 以 所 需 的 CPU 时 间 也 与 N 成 正比 . 这 个 特点 非常 有 意 
义 ,尤其 是 当 N 很 大 时 更 加 突出 . 

如 果 计算 空间 中 的 媒质 是 分 区 均匀 的 , 则 媒质 参数 的 表示 方法 可 以 进一步 
简化 ,从 而 进一步 减少 所 需 的 存储 空间 . 实际 所 需 的 存储 单元 只 相当 于 均匀 媒质 
区 域 的 个 数 . 

时 域 有 限 差分 法 的 另 一 个 特点 是 ,不 像 矩 量 法 或 其 他 频 域 方 法 最 终归 结 为 
求解 代数 方程 组 , 它 是 在 每 一 时 间 步 中 直接 由 相 邻 场 量 计算 每 个 网 格 点 的 场 量 ， 
以 获得 空间 场 量 随时 间 变 化 的 信息 . 

在 大 多 数 电 磁场 问题 中 ,计算 空间 内 不 包括 磁性 媒质 . 由 于 在 非 磁性 媒质 中 
《py 二 po som 二 0) ,使 用 国际 单位 制 时 ,电场 和 磁场 在 数值 上 往往 相差 较 大 ,例如 在 
自由 空间 中 ,平面 波 的 电场 和 磁场 满足 

E=nH=Vn/eH, 
其 中 刀 之 377 9, 这 给 计算 带 来 不 便 .为 此 ,在 非 磁性 媒质 中 可 用 规约 化 的 电场 记 
替代 巨 ,二 者 之 间 的 关系 为 

E= E/n, =Ve/pE. (7.1.31) 
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规约 化 后 , 令 
] oj A 
a 2 
CA (i,j,k) ， re yy (7. ) 
2eCis jk) 
0 A 
eA .1.3 
CD 入 大 二 (7.1.33) 
CB(ij A) =——— 5 (7.1.34) 


eG + De 


则 在 非 磁性 媒质 中 ,方程 (7. 1. 23) 和 (7. 1. 24) 可 分 别 重新 写 为 


(iT 评 jh)=CA (+ 言 4)B (i 语言)+ CD ，CB (i 十 吉 jh) 
ert tt $$) 
(i 生计 一 雪 于 (i 二 证 oh+ 雪 )]， Ca 
FT (二 二 本)= HET (i 二 二 以 二 证) 
tcp[E, (i 十 去 性 十 1) 一 可 人 (7 去, 
+ (ij,kt+ 一) 到 (天 十 14+ 二 儿 et 


其 他 电磁 场 分 若 也 有 类 似 形式 的 方程 . 

由 以 上 两 式 可 以 看 出 ,在 非 磁性 媒质 中 ,时 域 有 限 差分 法 所 需 的 存储 空间 可 
以 进一步 减少 . 确定 At 与 As 的 关系 后 ,CD 为 常数 ,磁场 的 计算 只 与 场 量 有 关 ， 
与 空间 媒质 的 介 电 特性 不 再 有 直接 的 计算 关系 . 

在 二 维 空间 中 ,TM 波 和 TE 波 所 满足 的 时 域 有 限 差分 方程 可 由 已 导出 的 
三 维 空间 的 方程 获得 ,也 可 由 方程 (7. 1. 14) ~(7. 1. 19) 直 接 导出 . 在 非 磁性 媒质 
中 ,采用 均匀 正方 形 网 格 ( 即 Az 二 Ay=As),TM 波 和 TE 波 的 时 域 有 限 差 分 方 
程 分 别 为 


天 ij = CAG DE (i,)) +CD. CB [Ho (i+ 喜 ') 


一 三 (一 二 + H(i,j 一 去 )- He (ij+ 诗 )] (7.1.37) 


有 (十 - )= Ho (ij + 3)+ CDLE"Ci,)) — ErCi,j+ 1)], 
(7.1.38) 
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HH (it 雪 必 = Hr(i 寺 雪 'j)+ CDLE:G +41) 一 BGs)], 
> 2 > 2 
(7.1. 39) 


(+ 去 7 十 二 ) 正二 (十 ls )+ co[E(; | +1) 
一 蕊 (i 十 诗 呈 + 可 ij 十 诗 ) 一 忆 (i+10j 二 计 )] (7.1.40) 
1 
2 


(二 于 宁 )= CA (i+ 7)E: (i+ 到 +cD "CB(i+ 雪 'j) 
[H(i + 去 ) 一 H(i 十 去 二) ， (7.1.41) 


(十 寺 )- CA (i1j 十 诗 ) 避 (sj 十 生 )+ cD + cB (i1j + 证) 


[H(i 二 了 十 志 )- 亚 3 人 (+ 村 7+ 寺 外， 《7.1.42) 
其 中 C4(G7) 和 CB(i,7) 是 将 式 (7. 1.32) 和 (7. 1.34) 中 的 三 维 坐标 变量 变 为 二 
维 坐标 变量 而 得 到 的 . 


$7.2 数值 稳定 性 分 析 


7.2.1 数值 稳定 性 


由 麦克 斯 韦 旋 度 方程 按 Yee 氏 网 格 所 导出 的 差分 方程 是 一 种 显 式 差分 格 
式 ,也 是 通过 按时 间 步 推进 计算 电磁 场 在 网 格 空间 内 变化 的 规律 . 这 种 差分 格式 
要 求 At 与 Az,Ay 与 Az 之 间 必 须 满足 一 定 条 件 , 和 否则 将 出 现 数值 不 稳定 性 , 表 
现 为 被 计算 的 场 量 随 着 时 间 步 数 的 增加 无 限制 地 增 大 . 不 同 于 误差 的 积累 ,这 种 
稳定 性 是 由 于 电磁 波 传播 的 因果 关系 被 破坏 而 造成 的 . 因此 ,为 了 用 所 导出 的 差 
分 方程 进行 稳定 的 计算 , 需 合理 地 选取 时 间 步 长 与 空间 步 长 之 间 的 关系 . 
Taflove 等 (1975) 对 Yee 氏 差分 格式 的 数值 稳定 性 进行 了 讨论 ,并 导出 对 时 间 步 
长 的 限制 条 件 . 

时 域 有 限 差分 法 是 在 计算 机 的 存储 空间 中 模拟 电磁 波 的 传播 和 作用 . 为 了 
确定 数值 稳定 性 的 条 件 ,需要 考虑 在 该 算法 中 出 现 的 各 种 数字 波 模 . 由 于 任何 波 
模 都 可 展开 为 平面 波谱 , 若 算法 对 平面 波 不 稳定 , 则 对 任何 波 模 也 不 稳定 ,因此 
可 以 用 平面 波 作为 讨论 对 象 . 讨论 的 基本 步骤 是 : 将 时 域 有 限 差 分 格式 分 解 为 
时 间 和 空间 的 特征 值 问题 ,假定 平面 波 特征 模 在 数值 空间 中 传播 ,其 特征 值 谱 由 
数值 空间 的 微分 过 程 确定 ,并 将 其 与 由 时 间 微 分 过 程 确定 的 特征 值 谱 相 比较 . 空 
间 特 征 值 谱 必 须 完全 落 在 稳定 区 内 ,以 此 确定 稳定 性 条 件 . 为 简单 起 见 , 以 二 维 
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空间 中 的 TM 波 为 例 进 行 讨论 ,但 所 用 的 方法 具有 一 般 性 ,可 以 很 方便 地 应 用 
于 三 维 空间 . 
7.2.2 时 间 特 征 值 问 题 


在 均匀 无 耗 的 非 磁性 媒质 空间 中 ,TM 波 满足 的 方程 (7. 1. 14) 一 (7. 1. 16) 
可 写 为 


aE. _ 1 /aH, _ 3H, 
区 (二 5 《2 
oan 1 9F 
= 一 一 工 2， 7.2. 
2 By (7.2.2) 
aH, _ 1 9E. 
Be (7.2.3) 


在 二 维 Yee 氏 网 格 中 满足 的 时 域 差分 方程 为 
ED 一 GD) _ 工 [ES 人 (+ 去 了 一 包 呈 (一 寺 本 
Ai 2 


’ L Az 


H(t ED 
At 阮 Ay ” 


(7.2.5) 


a 


Hy ( 计 坦 本 FET( 计 言情 LEGTLDT EG) 


At rp Az 


(7.2.6) 
由 以 上 三 式 等 号 左 侧 的 时 间 微 商 可 构造 如 下 的 时 间 特 征 值 问题 
Er (i,j) — E(i,j) 
At 


= AEH(i,)), (7.2.7) 


(十 去 ) 一 (7 十 去) 


=2H: (11 二 )， (7.2.8) 


ee En 4/. 二. 
Hi (i+ l,i)— Ht (i+ l,j 
( Sa ( ) (i 于 让， (7.2.9) 
其 中 4 为 特征 值 . 可 以 看 出 ,以 上 三 式 有 一 个 共同 的 特点 , 即 等 号 右 侧 的 场 值 由 
相应 网 格 点 上 后 半 个 时 间 步 和 前 半 个 时 间 步 的 场 值 之 差 与 时 间 步 长 的 比 确定 . 


如 果 用 下 表示 方程 中 的 任 一 场 量 , 则 可 将 方程 (7. 2. 7) 一 (7. 2. 9) 统 一 写成 
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=AF", (7.2.10) 
并 定义 解 的 增长 因子 4 为 


到 
= 
为 保证 方程 (7. 2.7) 一 (7. 2.9) 的 解 是 稳定 的 ,必须 满足 gi 三 1. 将 式 (7.2.11) 代 
人 式 (7. 2. 10) ,就 可 得 到 关于 9 的 代数 方程 

昱 一 MA 妇 一 1 一 0， 《2 


gq (7.2.11) 


相应 的 两 个 根 为 


= 这 +[1+ ( 滞 )] . (7.2.13) 


如 果 g 满足 |q| 三 1, 差分 格式 就 是 稳定 的 . 由 上 式 可 以 看 出 ,为 此 须 满足 以 下 两 
个 条 件 

二 = 2 
Rea = 0， A<Im< 3 (7.2.14) 


也 就 是 说 ,只 要 4 被 限定 在 虚 轴 上 且 在 上 式 所 规定 的 范围 内 ,方程 (7. 2. 7) ~ 
(7. 2. 9) 的 解 就 是 稳定 的 . 


7.2.3 空间 特征 值 问题 


为 了 使 方程 (7. 2.7) 一 (7. 2. 9) 符 合 差分 方程 (7. 2. 4) 一 (7. 2. 6) ,还 必须 保 
证 方程 (7. 2.4) 一 (7. 2. 6) 的 等 号 右 侧 构成 如 下 的 空间 特征 值 问题 


A 


ER Ry = AE,(i,j), 
(7.2.15) 
Ej+D—ECj) | 
加 一 Me (ioi 到 )， (7. 2.16) 
EG) EC) ny 
Oo 一 MB,(i 十 亏本)， (7.2.17) 


其 中 4 为 特征 值 . 由 于 任意 波 模 均 可 展开 为 平面 波谱 , 故 仍然 是 讨论 平面 波 特征 
模 的 稳定 性 问题 . 假定 平面 波 特 征 模 为 


E.(ig) sm Bee mhtn: (7.2.18) 
二 (7. 2. 19) 
H,(i7) = Hyeriemisy, (7. 2. 20) 


其 中 Eo,Hs。 和 理 ,, 为 常数 ,k&. 和 A, 为 波 矢 的 分 量 . 由 以 上 三 式 所 表示 的 波 
必须 满足 方程 (7. 2. 4) 一 (7. 2. 6) ,因而 也 必须 满足 方程 (7. 2. 15) 一 (7. 2. 17). 将 
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式 (7.2.18) 一 (7. 2.20) 代 人 方程 (7.2. 15) 一 (7. 2. 17) ,整理 后 可 得 


,2/H,. kAr_H,. k,Ay 
yi zsin 2Ay ) ， 2 
E. i (Rsin 2 Ay™™ 2 ) : ， 
,2E. . k,Ay 
Hi 2 
sin {T3222) 
2E. k,Ar 
H, = i 28 sin :A (7 2,23 
TAAz™ 2 2 


将 式 (7. 2.22) 和 (7. 2. 23) 代 人 式 (7. 2. 21), 便 可 得 到 4 满足 的 关系 


2_ 4f 1 .skAr 1 kAy 
从 二 [si 了 + ayn 了 ] (7.2. 24) 
考虑 到 正弦 函数 的 幅度 不 超过 1, 则 由 上 式 可 以 清楚 地 看 出 ,对 所 有 可 能 的 &, 
和 &,, 应 该 有 


1 


Ra = 0， Iml<z[zar+tar] ， (7. 2. 25) 


其 中 电磁 波 的 传播 速度 v= 二 1/ Vey. 式 (7. 2. 25) 提供 了 满足 方程 (7. 2. 4) ~ 
(7.2.6) 的 所 有 可 能 的 平面 波 的 特征 值 谱 的 范围 . 


7.2.4 数值 稳定 性 条 件 


前 两 小 节 我 们 已 从 与 TM 波 的 时 域 差分 方程 (7. 2. 4) 一 (7. 2. 6) 等 效 的 两 
个 特征 值 问题 中 导出 了 特征 值 谱 及 稳定 性 要 求 的 特征 值 的 取 值 范围 . 因此 ,综合 
式 (7.2.14) 和 (7.2.25) 就 可 以 得 到 数值 稳定 性 对 方程 (7. 2.4) 一 (7. 2. 6) 提 出 的 
条 件 . 直接 比较 式 (7. 2. 14) 和 (7. 2. 25) ,可 得 


1 1 
20[ ay 二 try | < 

即 At< 本 
+ (zs) 
上 式 给 出 了 当空 间 步 长 选 定 后 时 间 步 长 的 选取 所 受到 的 限制 ,也 就 是 时 间 步 长 
与 空间 步 长 之 间 必须 满足 的 关系 , 常 被 称 为 Courant 稳定 性 条 件 . 

式 (7.2.26) 是 由 二 维 空间 中 的 TM 波导 出 的 . 作为 其 自然 推广 ,可 以 导出 
三 维 空间 中 一 般 的 数值 稳定 性 条 件 , 即 

1 


Ne (7.2.27) 
W (a) + (zs) + (去 ) 
如 果 采 用 均匀 立方 体 网 格 , 则 以 上 两 式 可 分 别 简化 为 
As 


As 
At< ， Ai 二 -一 一 . (7.2. 28) 
VE oy3 


(7. 2. 26) 
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由 此 推 知 ,n(n 之 1) 维 空间 的 数值 稳定 性 条 件 为 


As 
At< si 《7.2. 29) 
vVn 


在 一 维 情况 下 ,上 式 变 为 At<As/v. 也 就 是 说 ,一 维 空间 的 数值 稳定 性 条 件 要 求 
时 间 步 长 不 能 大 于 电磁 波 传播 一 个 空间 步 长 所 需 的 时 间 , 和 否则 就 破坏 了 因果 
如 果 网 格 空间 中 的 媒质 是 非 均匀 的 ,那么 不 同 媒质 区 域 的 数值 稳定 性 条 件 
是 不 同 的 ,其 中 最 大 的 wv 满足 的 条 件 在 其 他 区 域 中 自然 也 能 得 到 满足 . 因此 ,对 
非 均匀 媒质 构成 的 计算 空间 ,有 
As 
< ， (7.2.3' 
人 0) 
其 中 wow 为 网 格 空间 中 电磁 波 的 最 大 速度 . 对 采用 非 均匀 网 格 的 算法 ,也 有 类 似 
的 结果 ,At 的 选择 必须 保证 满足 最 小 网 格 对 稳定 性 提出 的 要 求 . 


$ 7.3 数值 色散 问题 


7.3.1 数值 色散 现象 和 数值 色散 关系 


如 果 电 磁 波 所 在 空间 的 媒质 特性 与 频率 有 关 , 则 电磁 波 的 传播 速度 也 是 频 
率 的 函数 . 这 种 现象 称 为 色散 , 存在 色散 现象 的 媒质 称 为 色散 媒质 . 显然 ,在 非 色 
散 媒质 中 ,电磁 波 的 传播 速度 与 频率 无 关 . 所 以 ,如 果 算 法 是 精确 的 , 则 时 域 有 限 
差分 方程 在 计算 机 中 所 模拟 的 平面 波 的 相 速度 应 与 频率 无 关 . 但 是 ,由 于 时 域 有 
限 差 分 方程 只 是 对 麦克 斯 韦 旋 度 方程 的 一 种 近似 ,对 电磁 波 的 传播 进行 模拟 时 ， 
在 非 色散 媒质 空间 中 也 会 出 现 色 散 现象 ,而 且 电 磁 波 的 相 速 度 随 波长 ,传播 方向 
及 离散 场 量 的 变化 而 变化 . 这 种 非 物 理 的 色散 现象 称 为 数值 色散 . 数值 色散 会 导 
致 脉冲 波形 的 破坏 、 人 为 的 各 向 异性 及 虚假 的 折射 等 . 因此 ,数值 色散 是 时 域 有 
限 差分 法 的 一 个 重要 问题 ,也 是 提高 该 算法 计算 精度 的 一 个 重要 障碍 . 

分 析 数 值 色散 问题 的 基本 方法 是 将 单 色 平面 波 的 一 般 形式 代入 差分 方程 ， 
导出 频率 与 时 间 步 长 ,空间 步 长 之 间 的 关系 ( 称 为 数值 色散 关系 ) ,由 此 可 讨论 各 
种 因素 的 作用 . 为 了 使 问题 简化 ,我 们 仍然 只 讨论 二 维 空间 中 的 TM 波 ,并 假定 
计算 空间 中 的 媒质 是 均匀 无 耗 、 非 磁性 的 . 由 于 所 用 的 方法 具有 一 般 性 , 故 可 以 
很 容易 地 推广 到 三 维 空间 . 

在 二 维 空间 中 ,任意 单 色 平面 波 可 以 表示 为 

EO Eade, (7.3.1) 
H(i)) = Hoe ti, (7.3.2) 
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op Di (Te (7.3.3) 
其 中 E。, 瑟 。 和 万 ,为 常数 ,w 为 角 频 率 . 将 以 上 三 式 代入 方程 (7. 2. 4) 一 
(7. 2.6) ,整理 后 ,得 


.~ wht _ At/H:. kAy_H,., k.Az 7 
E.,sin 2 二 二 (总 si 了 sin -5 )， (7.3.4) 
ESin 空 
Hs (7, 3.5) 
HAY sin 2At 
sin 
3 (7.3.6) 


( 1 ) inz wAt _- 1 kAr ， Lrsin’ 2. (7.3.7) 
这 就 是 平面 波 作为 差分 方程 (7. 2.5) 一 (7. 2. 6) 的 解 所 必然 满足 的 关系 , 称 为 二 
维 空间 中 TM 波 的 数值 色散 关系 . 不 难 证 明 ,三 维 空间 中 TM 波 的 数值 色散 关 
系 为 


1 Sl sk Ar LT kAy A 
(zi) sin pi Cayrsin 2 二 (AR 2 十 CA in 2 
(7.3.8) 
由 宏观 电磁 场 理论 知 ,可 用 解析 法 得 到 均匀 无 耗 各 向 同性 媒质 空间 中 平面 


电磁 波 的 色散 关系 ,也 称 为 理想 色散 关系 
邑 一 忆 十 局 十 必 ， (7. 3.9) 


不 难 发 现 , 当 At,Az,Ay 和 Az 均 趋 于 零 时 , 式 (7. 3. 8) 的 极限 就 是 式 (7. 3. 9). 
这 说 明 数 值 色散 是 由 于 用 差分 近似 代替 连续 微 商 引起 的 . 因而 ,数值 色散 的 影响 
也 可 通过 减 小 离散 化 过 程 中 所 取 的 时 间 步 长 和 空间 步 长 而 无 限 地 减 小 . 然而 ,时 
间 步 长 和 空间 步 长 的 减 小 就 意味 着 计算 网 格 空间 中 网 格 总 数 的 增加 ,从 而 相应 
地 增加 了 对 计算 机 存储 空间 和 计算 时 间 的 要 求 . 在 实践 中 ,总 是 根据 问题 的 性 质 
和 条 件 适当 地 选择 时 间 步 长 和 空间 步 长 ,因而 数值 色散 是 时 域 有 限 差分 法 中 不 
可 避免 的 现象 . 当时 间 步 长 和 空间 步 长 给 定时 ,估计 数值 色散 对 计算 精度 所 造成 
的 影响 是 有 实际 意义 的 . 


7.3.2 数值 色散 的 定量 估算 
前 一 小 节 给 出 了 平面 波 的 相 速 度 " 与 时 间 步 长 .空间 步 长 之 间 的 关系 . 由 此 
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出 发 ,可 以 定量 地 估算 出 这 些 因素 对 数值 色散 的 影响 . 仍 以 均匀 无 耗 媒 质 空间 中 
的 二 维 TM 波 为 例 , 所 得 的 结果 对 其 他 情况 也 有 直接 的 意义 ,或 可 用 类 似 的 方 
法 进行 估算 . 
为 了 表示 数值 色散 与 平面 波 入 射 角度 的 关系 ,假定 大 与 轴 的 夹 角 为 a, 若 
令 k==|k|, 则 有 
k, = kcosa, k, = ksina. 


在 采用 正方 形 网 格 的 二 维 均匀 Yee 氏 网 格 空间 中 , 式 (7. 3. 7) 变 为 


oa . 
(部 ) sn 网 = sin 2 人 sin Anees (7.3.10) 
_ cosaAs _ sinaeAs 1As\  ，，wAt 

令 A= 2 B= 2 ， C= (高 ) sin 2 ， 

则 可 得 sinzAA 十 sin BA 一 C. (9 本 2 


给 定 a,w,As 和 At, 即 可 由 上 式 解 得 &. 用 牛顿 (Newton) 和 迭代 法 进行 计算 ,的 
形式 为 
_ sin’ Ak, + sin’ Bk, 一 C 
' Asin2Ak,++ Bsin2Bk,’ 
其 中 At 的 选择 要 满足 数值 稳定 性 条 件 . 在 时 域 有 限 差 分 法 的 实际 计算 中 ,一 般 
选 为 At 一 As/2v. 
图 7-2 给 出 了 三 种 空间 步 长 所 对 应 的 相 速 度 v 与 平面 波 入射 角 e 之 间 的 关 
Rd 理想 情况 。 系 (c 为 真空 中 的 光速 ) ,其 中 As 一 )/5， 
10 上 2 亿 --- 4/10,4/20 分 别 表示 粗 网 格 、 正 常 网 格 
和 细 网 格 . 可 以 看 出 ,对 这 三 种 空间 步 
长 ,v 的 最 大 值 均 出 现在 a 二 45°, 而 当 
a 二 0° 和 a 二 90°" 时 v 取 最 小 值 . 因此 ,Yee 
氏 网 格 空间 即使 对 物理 上 各 向 同性 的 媒 
质 空间 也 是 各 向 异性 的 . 这 是 时 域 有 限 
差分 法 所 固有 的 一 种 特性 . 但 是 , 随 着 
As 的 减 小 ,计算 网 格 中 的 相 速度 对 理想 
. 情况 相 速 度 的 偏离 迅速 地 减 小 . 计算 表 
9 107 20" 304050 607080 90” 明 , 当 As 一 4/10 时 ,wv 的 最 大 偏离 为 
一 1.3%; 当 As 二 4/20 时 ,已 减 小 到 
一 0. 31%; 当 As 减 小 一 倍 时 ,最 大 偏离 
差不多 以 4: 1 的 速度 减 小 . 
图 7-3 给 出 了 当 a 王 0,a 二 45" 和 a 二 90° 时 相 速 度 v 随 空间 步 长 As 变化 的 
情况 , 在 计算 中 始终 取 At 二 As/2w. 可 以 看 出 ,不 管 以 哪 一 种 角度 人 射 , 随 着 As 


As 二 避 i=0,1,2,…, (7.3.12) 


0. 


图 7-2 三 种 空间 步 长 所 对 应 的 相 速 度 v 
与 平面 波 入 射 角 = 的 关系 
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的 增加 ,总 在 减 小 ,而 且 As 达到 某 一 数 
值 后 v 会 急剧 地 下 降 为 零 .a 不 同 ,As 也 Id0L i 
有 差异 . 当 a 二 45" 时 ,As 最 大 . 这 说 明 , 对 
于 一 定 频率 一定 人 射 角度 的 平面 波 , 存 08 
在 一 个 As 的 极限 值 ,超过 该 值 ,平面 波 在 
相应 Yee 氏 网 格 中 的 相 速 度 就 会 下 降 为 
堆 , 即 电磁 波 不 能 继续 在 这 种 网 格 空间 中 04 
传播 . 换 句 话说 ,在 As 给 定 的 网 格 空间 中 
能 传播 (天 0) 的 电磁 波 的 频率 是 受到 限 "3 
制 的 , 即 存在 一 个 截止 频率 ,高 于 该 频率 
的 电磁 波 不 能 在 这 种 网 格 空间 中 传播 . 因 014 03 0.44 0.54 
此 ,一 个 给 定 的 网 格 空间 相当 于 一 个 低 通 
滤波 器 . 这 也 是 时 域 有 限 差 分 法 所 固有 的 
一 个 特点 ,这 一 现象 给 具有 宽频 谱 的 脉 
冲 电 磁场 问题 的 计算 带 来 一 定 困难 . 数值 色散 使 高 频 分 量 的 相 速 度 低 于 低频 
分 量 的 相 速度 , 且 部 分 高 频 分 量 还 可 能 被 截止 ,从 而 使 脉冲 电磁 波 的 波形 在 
Yee 氏 网 格 空间 的 传播 过 程 中 发 生 严重 畸变 . 为 此 ,要 慎重 选取 As, 使 脉冲 的 
主要 频谱 分 量 远 离 截止 频率 . 一 般 来 说 ,要 求 所 对 应 的 波长 不 小 于 10 个 空间 
步 长 . 

除了 各 向 异性 , 相 速 降低 其 至 出 现 截止 等 现象 外 ,使 用 非 均匀 网 格 还 会 导致 
在 不 同 尺寸 网 格 的 交界 面 上 产生 折射 效应 . 只 要 使 用 非 均匀 网 格 , 即 使 模拟 的 是 
均匀 媒质 空间 ,这 种 非 物 理 原 因 引起 的 现象 也 会 存在 ,因此 这 也 是 时 域 有 限 差 分 
法 的 固有 特点 之 一 . 
7.3.3 获得 理想 色散 关系 的 特殊 条 件 

由 于 计算 机 的 存储 空间 有 限 , 不 可 能 无 限 地 减 小 空间 步 长 . 然而 ,只 需 选 取 特 
殊 的 网 格 形式 和 波 的 传播 方向 ,就 可 以 实现 理想 的 色散 关系 .在 二 维 网 格 空间 中 ， 
只 要 选取 均匀 正方 形 网 格 , 令 电 磁 波 沿 网 格 的 对 角 线 方向 传播 ,就 有 ,二 k, == 
&/V3. 车 At 满足 At 二 As/(V2v) , 则 式 (7. 3.7) 变 为 

近 一 已 一 已 十 时 . (7.3.13) 

这 就 是 二 维 网 格 空间 的 理想 色散 关系 . 

在 三 维 网 格 空间 中 ,只 要 选择 均匀 立方 体 网 格 , 令 电磁 波 沿 网 格 的 对 角 线 方 


向 传播 ,就 有 .一 k, 一 &. 一 &/W3. 若 At 满足 At 一 As/V3u, 则 式 (7. 3. 8) 将 变 为 式 
(7. 3. 9). 


图 7-3 三 种 入 射 角度 所 对 应 的 相 速 度 v 
与 空间 步 长 As 的 关系 
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不 难 想象 ,在 一 维 网 格 空间 中 ,只 要 满足 At 一 As/v, 就 会 有 理想 的 色散 
关系 . 


§7.4 在 电磁 散射 和 辐射 问题 中 的 应 用 


7.4.1 网 格 空间 和 散射 体 模 拟 


散射 体 的 模拟 是 用 时 域 有 限 差分 法 计算 电磁 散射 问题 的 关键 之 一 . 只 有 
对 散射 体 的 几何 形状 和 组 成 材料 的 电磁 特性 进行 足够 精确 地 模拟 , 才 有 可 能 
正确 地 计算 其 散射 特性 . 由 8$ 7. 2 导出 的 时 域 有 限 差分 法 的 差分 方程 可 知 ,各 
网 格 点 上 电磁 场 的 计算 直接 与 方程 中 的 系数 相关 ,而 这 些 系数 是 空间 位 置 的 函 
数 ,由 各 网 格 点 对 应 的 物理 空间 的 电磁 性 质 决 定 . 若 散 射 体 及 其 周围 空间 均 为 非 
磁性 媒质 , 则 空间 的 电磁 特性 仅 由 介 电 常 数 和 电导 率 决定 . 所 谓 散射 体 的 模拟 就 
是 在 网 格 空间 中 给 某 些 网 格 赋予 适当 的 介 电 常 数 和 电导 率 , 使 其 几何 形状 和 电 
磁 特 性 等 与 被 模拟 的 散射 体 最 大 限度 地 接近 . 这 个 网 格 空间 整体 称 为 散射 体 的 
网 格 模型 . 由 于 散射 体 的 模型 以 一 个 完整 的 网 格 单元 作为 最 小 单位 ,所 以 在 选取 
网 格 单元 的 空间 步 长 时 ,要 使 构成 该 模型 的 外 层 网 格 尽量 与 散射 体 的 边界 相 
重合 . 

如 果 散 射 体 是 不 均匀 的 ,3 个 电场 分 量 所 在 的 网 格 点 可 能 对 应 不 同 的 介 电 
常数 和 电导 率 , 即 同一 个 网 格 单元 中 的 6,,e,,e. 和 o,,o,,o. 可 能 分 别 具 有 不 同 
的 数值 . 显然 ,这 种 设置 方法 可 以 更 细致 地 模拟 散射 体 的 结构 及 其 非 均匀 性 ,从 
而 使 计算 更 加 准确 . 

网 格 单元 越 小 , 越 能 精确 地 模拟 散射 体 的 电磁 非 均匀 性 和 细微 的 内 部 结构 ， 
然而 也 必然 使 构成 计算 网 格 空间 的 网 格 总 数 增加 ,从 而 相应 地 增加 对 计算 机 存 
储 空间 和 CPU 时 间 的 要 求 . 解决 这 一 矛盾 的 一 般 原则 是 : 在 基本 满足 计算 精度 
要 求 的 前 提 下 ,尽量 地 节省 存储 空间 和 计算 时 间 . 为 了 保证 一 定 的 计算 精度 , 除 
了 要 求 对 散射 体 模拟 的 精确 程度 ,还 要 考虑 网 格 的 空间 步 长 对 差分 格式 本 身 的 
计算 误差 的 影响 . 从 空间 步 长 对 数值 色散 影响 的 角度 考虑 ,一 般 要 求 满足 As 入 
Mon/10, 其 中 As 为 均匀 网 格 空间 的 空间 步 长 (车 采用 非 均匀 网 格 空间 , 则 应 为 其 
中 最 大 的 空间 步 长 ),4w, 为 网 格 空间 (包括 散射 体 ) 内 所 传播 的 电磁 波 的 最 短 
波长 . 

电磁 散射 问题 是 一 种 开放 空间 中 的 电磁 场 问题 . 一 般 地 ,散射 场 将 充满 整个 
空间 ,但 计算 机 不 可 能 以 无 限 大 的 网 格 空间 模拟 开放 空间 ,总 是 在 某 处 将 网 格 空 
间 截 断 , 因 此 我 们 用 有 吸收 边界 条 件 来 保证 以 有 限 的 网 格 空间 尽量 精确 地 模拟 无 
限 大 的 开放 空间 . 
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在 散射 问题 的 网 格 空间 中 ,中 心 部 分 是 设置 有 散射 体 的 总 场 区 ,其 外 部 为 散 
射 场 区 . 两 个 区 域 由 连接 边界 条 件 衔接 ,散射 场 区 的 外 部 边界 为 吸收 边界 条 件 . 
总 场 区 的 大 小 主要 由 对 散射 体 的 模拟 要 求 所 决定 ,散射 场 区 的 范围 则 要 考虑 到 
吸收 边界 条 件 必须 离开 散射 体 的 距离 在 散射 体 和 吸收 边界 之 间 设 置 连接 边界 
条 件 以 及 散射 场 计算 的 需要 . 如 果 将 总 场 区 称 为 主 空间 ,连接 边界 以 外 的 区 间 称 
为 辅助 空间 , 则 辅助 空间 的 网 格 数 要 占 网 格 总 数 的 很 大 比例 . 这 是 时 域 有 限 差分 
法 的 一 个 缺点 . 在 设计 网 格 空间 时 ,空间 步 长 及 可 能 模拟 的 散射 体 的 最 大 尺度 都 
会 受到 辅助 空间 的 影响 . 

对 于 辐射 问题 ,不 需要 进行 总 场 区 与 散射 场 区 的 划分 . 


7.4.2 网 格 空间 中 的 总 场 , 散 射 场 和 入 射 场 


相当 多 的 电磁 场 问题 都 是 研究 平面 电磁 波 与 物体 间 的 相互 作用 ,例如 目标 
的 散射 \ 吸 收 和 透 人 特性 等 . 在 这 类 问题 中 , 场 源 是 具有 特定 传播 方向 和 极 化 方 
向 的 平面 电磁 波 ,其 源 点 应 设 在 无 穷 远 处 ,在 网 格 空间 中 必须 特殊 考虑 . 

入 射 的 平面 电磁 波 与 散射 体 的 相互 作用 导致 了 散射 波 的 产生 . 散射 场 与 人 
射 场 之 和 满足 媒质 不 连续 面 上 切 向 分 量 连 续 的 边界 条 件 , 因 此 在 散射 体 所 在 区 
域内 直接 计算 总 场 更 为 方便 . 在 有 些 问 题 (如 吸收 、 透 入 等 ) 中 总 场 是 需要 计算 的 
场 量 ,但 在 某 些 问题 中 更 感 兴趣 的 却 是 散射 场 ,这 时 就 有 必要 将 散射 场 分 离 出 
来 .如果 用 已。 和 HH 表示 总 场 , 则 有 

Es =E.+E., H, = H,.+H., (7.4.1) 
其 中 入 射 场 Es. 和 了 H,. 是 已 知 的 , 故 只 要 从 总 场 中 减 去 人 射 场 即 可 得 到 散射 场 
E.,.=E,.—E,., H.,.=H,。—H, (7.4.2) 

由 于 麦克 斯 韦 方程 组 是 线性 的 ,因而 麦克 斯 书 旋 度 方程 的 时 域 有 限 差分 格 
式 可 用 来 分 别 计算 总 场 .散射 场 和 人 射 场 . 

若 要 在 整个 网 格 空间 中 先 计算 出 总 场 然 后 再 求 散射 场 ,一 种 简便 的 方法 是 
将 整个 网 格 空间 分 成 两 个 区 域 , 即 场 区 1 和 场 区 2. 其 特点 分 别 为 ; 场 区 1 位 于 
网 格 空间 内 部 ,散射 体 设 置 其 中 . 在 场 区 1 中 既 存在 入 射 波 ,也 存在 散射 波 . 麦克 
斯 韦 旋 度 方程 的 差分 格式 被 用 于 计算 总 场 , 因 此 称 为 总 场 区 . 场 区 2 位 于 总 场 区 
外 部 ,其 中 只 允许 散射 波 存在 ,没有 人 射 波 . 麦克 斯 韦 旋 度 方程 的 差分 格式 只 用 
于 计算 散射 场 , 因 此 称 为 散射 场 区 . 总 场 区 与 散射 场 区 之 间 的 边界 称 为 连接 边 
界 .散射 场 区 的 外 边界 就 是 网 格 空间 的 截断 边界 , 故 吸 收 边界 条 件 ( 将 在 本 章 中 
详细 讨论 ) 只 作用 于 散射 场 , 即 只 有 外 行 波 才能 到 达 吸 收 边界 . 一 个 二 维 网 格 空 
间 的 场 区 划分 如 图 7-4 所 示 . 

将 计算 网 格 空间 按 上 述 方式 划分 为 总 场 区 和 散射 场 区 ,最 直接 的 优点 是 
为 散射 场 的 计算 提供 了 方便 ,不 仅 可 在 散射 场 区 直接 提供 近 区 散射 场 的 丰富 


tot ine® 
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吸收 边界 
连接 边界 


散射 场 区 一 | 
( 场 区 2) i 


总 场 区 
( 场 区 1) 


图 7-4 二 维 网 格 空间 的 场 区 划分 


信息 ,而 且 由 其 出 发 可 很 方便 地 导出 远 区 散射 场 的 特性 . 此 外 ,动态 范围 的 扩 
大 和 人 射 平面 波 的 任意 设置 也 为 用 时 域 有 限 差分 法 解决 电磁 散射 问题 带 来 了 
方便 . 


7.4.3 二 维 网 格 空间 中 的 连接 边界 条 件 


按 中 心 差分 近似 执行 的 时 域 有 限 差分 格式 不 仅 需要 计算 每 个 网 格 点 上 一 时 
间 步 的 场 量 , 还 需要 其 相 邻 网 格 点 的 场 量 . 这 就 导致 在 计算 总 场 区 边界 点 处 的 总 
场 时 需要 用 到 散射 场 区 中 网 格 点 的 总 场 值 ,在 计算 散射 场 区 的 边界 点 处 的 散射 
场 时 需要 用 到 总 场 区 中 网 格 点 的 散射 场 值 . 然而 ,散射 场 区 中 边界 网 格 点 处 的 总 
场 值 和 总 场 区 中 边界 网 格 点 处 的 散射 场 值 在 计算 机 中 并 不 存在 . 因此 ,对 连接 边 
界 上 的 场 的 计算 需 特别 对 待 . 这 些 边界 点 处 的 场所 满足 的 特殊 关系 称 为 连接 边 
界 条 件 . 

1. 电场 分 量 的 连接 边界 条 件 

以 二 维 TM 波 为 例 . 在 直角 坐标 系 的 二 维 网 格 空间 中 ,一 条 连接 边界 如 图 
7-5 所 示 . 


总 场 区 由 
Fc 
a 人 .人 .连接 
0 
六 > > > 
散射 场 区 了 : 


图 7-5 二 维 网 格 空间 中 的 一 条 连接 边界 及 其 邻近 的 场 
设 这 条 连接 边界 在 y 轴 的 坐标 为 j。,j。 的 上 方 为 总 场 区 ,下 方 为 散射 场 区 . 
如 果 将 连接 边界 归 为 总 场 区 , 则 由 方程 (7. 1. 37) 可 知 ,计算 Ex (i,j,) 要 用 到 
HH (isjo 十 1/2) 和 H(i,jo 一 1/2), 但 点 (i,jo 一 1/2) 在 散射 场 区 中 ,因此 不 
存在 HG 加 一 1/2) 的 值 .由 于 
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Hd (ijo -去 )= He (i 于)+ HE (i -二 )， (7.4.3) 
而 入射 场 Fit (i, jo 一 1/2) 是 根据 所 设置 的 人 射 平面 波 计算 的 , 故 由 方程 
(7.1.37) 和 (7.4.3) 可 知 ,Ew (i,j。) 可 按 下 式 计算 , 即 


Et (i,j,) = CAGi,j) Ei,j) + CD CBG,jo)[ (+ 译作) 


or 


1 
2 
一 HH (i+ 雪 )+ H(ij 一 证 )] (7.4.4) 
图 7-6 给 出 二 维 网 格 空间 中 完整 的 连接 边界 ,其 坐标 在 工 轴 分 别 为 i 种, 在 y 
轴 分 别 为 思 和 广 . 


需要 入 射 场 值 的 尼 
ee ee ee e /中 
DA 本- 全 -十 -全 -4-- 全 -本 -全 -下 -个 @ /= 有 
| | 
+ 
oO 
艇 财 声 区 十 。  。 > 起 场 区 > 十 “一 连接 边界 


OAk .+4 .4 .4 .4AQ@ -hl 


@ 人 -人 -人 A--h--A- 本 -人 A- 人 -人 -4-- 人 A j= 记 


e 9 日 e 9 /= 二 


| 
1 人 


图 7-6 二 维 网 格 空间 连接 边界 上 需要 特殊 处 理 的 电场 分 量 
方程 (7. 4. 4) 不 适用 于 角 点 (in,j) 和 (aa ,jo), 因 为 计算 这 两 个 点 处 的 电场 
分 量 要 用 到 两 个 在 散射 场 区 中 磁场 分 量 的 值 . 上 式 的 适用 范围 为 了 = j,; 
1 一 十 lz 十 2 人 一 1. 这 条 连接 边界 称 为 前 边界 . 类 似 地 ,可 得 到 其 他 连接 
边界 ( 见 a~c) 上 电场 分 量 的 差分 格式 : 
a.。 后 边界 (一 六 和 一 关 十 1 十 2 全 一 1)， 
Erti Gi,j1) = CA Cj ) ES,.i,j) 十 CD “CBCihj) [HH (i 十 诗 ') 


一 H 尘 (i 一 诗 坟 )+ HE (17: 一 去) 
一 下 人 (十 寺 主人 + 本) (7.4.5) 
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b. 左边 界 (i== 记 5j 二 jo 十 1,j6 十 2,…, 记 一 1). 
Ertl(i ,7) = CACGio DE (i) + CD CBG DH (i + 二 ') 


一 HH (一 去)+H 汪 (iwj 一 去 ) 
一 HF (i'j 二 去 )-H 导 (一 去 ， 
c 右边 界 (一 二 林 一 六 二 17 十 2 人 一 1 


Er (i,)) = CAGn 站 7 十 CD CB [下 生得 + 二 呈 


忆 . 


)] (7.4.6) 


一 HH (i 一 证 + HH 对 (hj 一 去 ) 


2 
在 角 点 Cio5jo) (iavjo) 和 人力 ) 处 ,由 于 分 别 有 两 个 磁场 分 量 的 取 
值 点 在 散射 场 区 中 , 故 要 用 到 相应 的 人 射 场 值 ,其 结果 与 方程 (7.4.4) 一 (7.4.7) 
类 似 , 只 是 多 了 一 个 修正 项 而 已 .方程 (7.4.4) 一 (7.4.7) 称 为 电场 分 量 的 连接 边 
界 条 件 . 
2. 磁场 分 量 的 连接 边界 条 件 
虽然 处 于 连接 边界 上 的 磁场 分 量 只 由 同 场 区 的 电场 分 量 决定 ,但 对 边界 外 


距离 半 个 空间 步 长 的 网 格 点 处 的 磁场 分 量 需 要 作 特 殊 处 理 , 如 图 7-7 所 示 . 
需要 入 射 场 值 的 特殊 点 
及 


AAA 
A WW A A A A /jt 


4 OO-H-O-+-O--4--©--O--h- A 7 


一 HH (i+ 计 + 直人 十 去 中 (7.4.7) 


二 = bd » = 在 
1 1 
人 A 4 + 人 人 A 人 
| | 
散射 场 区 + > 总 场 区 > 于 一 连接 边界 
人 人 + 4 + A 
1 1 
> > > > > 六 
人 A 由 -个 -6--4--6 -人 -日 -未 -6-- 和 -日 人 j=h 
A A A A A A /= 
-8 一 as 
4 七 


图 7-7 二 维 空间 连接 边界 外 需要 特殊 处 理 的 磁场 分 量 
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处 理 方法 与 前 面 讲 到 的 对 电场 分 量 的 做 法 类 似 . 例如 ,在 计算 前 边界 外 的 
Hi (i,jo 一 1/2) 要 用 到 EF.(isjo 一 1) 和 EE.(isjo) ,但 点 (i,j。) 不 在 散射 场 区 
中 ,因此 不 存在 E',. (i,j。) 的 值 . 由 

ECi,jo) = Elisjo) — Ei,jo) (7.4.8) 
可 得 到 H(i,j, 一 1/2) 分 量 的 差分 格式 
HH (i 一 寺 )= Hi (i 一 诗 )+ CD[Es ij —D) 
— Bei,jo) + Es. Ci,jo)]. (7.4.9) 
上 式 的 适用 范围 是 7 一 思 一 1/25i 一 ii 十 1,…), 类 似 地 ,可 得 到 其 他 连接 边 
界 (a 一 c) 上 磁场 分 量 的 差分 格式 
a. 后 边界 外 (一 疡 十 1/25 一 ii 十 1 ). 
HH (i + 寺 )= HE (bjt + 二 )+ CDLE%. i,j) 
— Er (i +1) — En.(i,7,)]. (7.4.10) 
b， 左 边界 外 (i= 一 1/23j 二 jvjo 十 1,… ,有 1). 
Hd (i — i)=Hd (%— 二 i)+ CD[E Ci 
一 本 (Ci — 1,7) — Br Ci ,i)]. C7 dl 
c. 有 边界 外 Gi 二 十 1/25j=jo jo 十 1，… 5j1)。 
H(i 二 诗 汪 ) 一 H+ 二) 二 CD[Er G+ 1) 
— Br i)) + Br Ci ,7)]. (7.4.12) 
方程 (7.4. 9) 一 (7. 4. 12) 称 为 磁场 分 量 的 连接 边界 条 件 . 

由 方程 (7.4.4) 一 (7.4.7) 和 方程 (7. 4. 9) 一 (7. 4. 12) 构 成 的 连接 边界 条 件 
保证 了 二 维 网 格 空间 中 两 个 场 区 的 划分 ,使 得 散射 场 区 中 只 有 散射 场 存在 ,人 射 
场 仅 出 现在 总 场 区 中 . 连接 边界 对 散射 场 是 透明 的 ,外 向 散射 波 可 以 自由 地 进入 
散射 场 区 . 

由 于 只 在 总 场 区 中 存在 人 射 场 ,所 以 平面 波 可 以 看 做 是 由 连接 边界 产生 
的 . 当 网 格 空 间 中 不 存在 散射 体 时 ,总 场 区 中 不 存在 散射 场 , 即 总 场 就 是 平面 
波 . 因此 ,可 以 用 总 场 区 中 平面 波 的 质量 来 衡量 连接 条 件 的 精度 . 在 这 种 情况 
下 ,没有 散射 波 存 在 ,平面 波 不 进入 散射 场 区 . 散射 场 区 中 的 散射 场 应 为 零 , 故 
在 散射 场 区 中 的 场 处 处 为 零 ,因此 也 可 用 来 检验 平面 波源 和 连接 边界 条 件 的 
质量 . 
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7.4.4 二 维 网 格 空间 中 的 入 射 平 面 波 


由 前 一 小 节 的 讨论 可 知 ,入 射 平面 波 正 是 通过 连接 边界 引入 到 总 场 区 的 . 为 
了 将 人 射 平面 波 设置 到 网 格 空间 中 ,必须 给 出 其 在 网 格 空间 中 的 表示 和 计算 
方法 . 

一 个 平面 波 的 主要 参量 是 波 矢 和 极 化 方向 及 其 随时 间 变 化 的 规律 .为 了 使 
算法 具有 广泛 的 适用 性 ,应 尽量 将 入 射 平面 波 设置 为 一 般 的 情况 . 对 于 稳定 的 简 
谐 平面 波 , 可 将 其 随时 间 步 长 At 变化 的 规律 表示 为 

E,. (nAt) = E,sin2xfnAt, (7.4.13) 

其 中 E, 为 振幅 ,n 为 迭代 时 间 步 数 ,f 为 人 射 波 的 频率 .车 人 射 波 的 时 间 波 形 为 
任意 的 时 变 函 数 g(2) , 则 一 般 地 有 

E,.(nAt) = E,g(nAt). (7.4.14) 

以 二 维 TM 波 为 例 , 如 果 入 射 平面 波 的 单位 波 矢 为 ej, ,与 zx 轴 正 方向 的 夹 
角 为 pC0"<p<<90”) , 则 该 平面 波 的 波 前 首先 到 达 总 场 区 中 的 点 (i,,j。), 或 者 
说 ,由 连接 边界 产生 的 平面 波 从 点 (i。,j,) 进 入 总 场 区 ,如 图 7-8 所 示 . 因此 , 选 
点 Cio，,jo) 作 为 人 射 平 面 波 的 坐标 原点 比较 方便 , 记 为 点 O,. 


图 7-8 入 射 平面 波 在 网 格 空间 中 的 表示 


根据 平面 电磁 波 的 特点 ,如 果 点 O, 的 人 射 波 已 知 ,要 求 点 (i.,j.) 处 的 人 射 
波 , 只 需 知道 该 点 的 波 滞后 于 点 O: 的 人 射 波 的 时 间 即 可 . 车 用 n., 表 示 滞后 时 间 
所 对 应 的 选 代 时 间 步 数 , 则 可 按 下 列 关系 计算 
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dAs 
各 (7.4.15 
Te v9)At 2 


其 中 v(q) 为 人 射 平面 波 沿 gp 方 向 传播 时 的 相 速度 ,d 为 通过 点 (i.,j.) 的 和 人 射 平 
面 波 的 等 相 面 到 点 O, 的 垂直 距离 ( 称 为 滞后 距离 ,以 空间 步 长 As 为 单位 ). 若 
用 表示 从 点 O, 到 点 (Gi.,j.) 的 矢 径 ( 也 以 As 为 单位 ), 则 显然 有 

d= er (7.4. 16) 


其 中 eine 一 Cosg¥ + singy, re = Gi—i)X+(j.—j)y. (7.4.17) 
由 于 在 连接 边界 条 件 中 参与 运算 的 一 些 人 射 波 的 取 值 点 位 于 半 网 格 处 ,所 以 i。， 
j。 和 |r.| 可 能 取 整 数 加 (或 减 )1/2 的 数值 . 

如 果 gp 二 90", 入 射 波 首先 到 达 的 总 场 区 的 点 将 不 再 是 点 (is,j,), 故 不 能 再 
用 式 (7.4.16) 和 (7.4.17) 计 算 .为 了 使 计算 关系 保持 不 变 , 可 在 不 同 的 人 射 角 
度 范 围 选择 不 同 的 坐标 原点 ,如 图 7-9 中 所 示 . 


Wr 180° <y < 270> m2 


mo-l 


270° < < 360° 


mo-2 


图 7-9 不 同 入 射 角度 对 应 的 坐标 原点 的 选择 


当 90"<g<180° 时 ,原点 选 在 点 (Gi,j。), 记 为 0,; 当 180"<p 委 270" 时 ,原点 选 
在 点 全 人 广 ) 记 为 0,, 当 270"<p<360° 时 ,原点 选 在 点 (i,,j1), 记 为 0,. 相对 于 不 
同 的 坐标 原点 ,r。 也 随 之 变化 . 当 90"<g<<180° 时 ,7 二 Gi. 一 i)3 十 (j. 一 jo)3; 当 
180°<g<270° 时 ,r= 一) 十 (j. 一 4) 了; 当 270 "之 gp 之 360° 时 ,7 二 (i 一 i) 议 
十 (7 一 广 )3. 

由 于 处 于 平面 波 同一 等 相 面 上 各 点 的 场 是 相同 的 , 故 只 要 求 得 某 一 网 格 点 
的 4, 就 很 容易 求 得 该 点 人 射 波 的 场 . 这 时 ,人 射 平面 波 可 按 一 维 问题 进行 计算 . 
假设 平面 波 在 自由 空间 中 传播 , 则 瓦 . 和 及.. 可 在 一 维 空间 单独 计算 ,不 难得 到 
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Et Cm) 一 Bm +CD[ Hi (m 一 去 )- Hi (w+ 去)]， (7.4.18) 


Ht (加 二 去) 一 Hixt (m+ 诗 )+ CDLES. Gm — Br. Cm+ D1, (7.4.19) 


其 中 m 为 一 维 网 格 数 (m 为 整数 ). 由 于 人 射 波 是 一 维 的 ,其 波源 就 是 一 个 点 , 波 
源 与 时 间 的 关系 由 平面 波 的 性 质 决定 . 稳定 的 简 谐 波 的 波源 由 式 (7. 4. 13) 给 出 . 
一 般 将 波源 设 在 坐标 原点 外 , 若 原 点 在 一 维 坐 标 中 的 网 格 数 记 为 mo ,而 波源 位 
于 mo 一 2, 则 波源 可 设置 为 
Er (m, 一 2) = E,sin2x /fnAt, (7.4. 20) 
一 般 的 波形 可 表示 为 
Er (mo — 2) = E,g(nAt). (7.4.21) 
在 均匀 网 格 空间 中 , 按 方程 (7.4.18) 和 (7. 4. 19) 计 算 的 场 是 相隔 一 个 空间 
步 长 As 的 网 格 点 上 的 平面 波 . 实际 上 ,da 不 总 是 As 的 整数 倍 , 故 有 时 所 需要 的 
人 射 波 不 能 由 方程 (7. 4. 18) 和 (7. 4. 19) 直 接 计 算 , 而 需要 求 出 距 坐 标 原点 d 处 
的 近似 值 . 如 果 采 用 直接 插值 近似 , 则 有 
E,.(d) =(d— intd)E, (m, 十 intd 十 1) 
+[1— (d— intd) ]E,. (mo 十 intd)， (7.4.22) 


Hi ld) = 一 [a+ 一 int(4+ 二 )] Hs (m, — 于 +int(a 十 于)+1) 


+ [a+ 计 int(a + 二 中]} 
“Ha (mo 于 +int(a+ 壮 ))， (7.4.23) 


其 中 Es.(d) 和 Hi.(4d) 表 示 距 原点 4 处 的 人 射电 磁场 ,int(，) 表 示 取 整 数值 . 
由 于 二 维 TM 波 的 电场 只 有 = 分量, 故人 射 平 面 波 的 极 化 方向 应 与 Oxy 平 
面 垂直 ,电磁 场 各 分 量 可 按 下 式 求 得 


ECd) = E,.(d), (7.4.24) 
Hi (d) = Hi. (d)sing, (7. 4. 25) 
Hi (d) 一 一 Hi (d)cosp. (7.4.26) 


用 由 以 上 方法 求 得 的 人 射 波 计算 连接 边界 条 件 , 既 保证 了 总 场 区 与 散射 场 
区 的 划分 ,又 使 平面 波 在 总 场 区 中 按照 给 定 的 特性 及 变化 规律 传播 ,并 与 设置 在 
总 场 区 中 的 散射 体 发 生 作用 . 


7.4.5 三 维 网 格 空间 中 的 连接 边界 条 件 和 入 射 平面 波 
前 两 小 节 中 所 得 到 的 二 维 TM 波 的 连接 边界 条 件 和 人 和 人 射 平面 波 的 计算 方 
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图 7-10 入 射 平面 波 的 表示 方法 


1. 电场 分 量 的 连接 边界 条 件 


法 可 以 直接 推广 到 三 维 空间 . 以 直角 坐 
标 系 中 的 均匀 网 格 空间 为 例 ,在 描述 人 
射 平面 波 时 ,可 将 坐标 原点 放 在 网 格 空 
间 中 连接 边界 的 某 一 角 点 上 . 图 7-10 
给 出 了 入射 平面 波 在 球 坐 标 系 中 的 表 
示 方 法 . 设 其 单位 波 矢 ei 与 = 轴 正 方 
向 的 夹 角 为 0(0"<9<180°), 与 z 轴 正 
方向 之 间 的 夹 角 为 pg(0"g 志 360"), 为 
了 表示 和 人 射 平面 波 的 极 化 方向 ,在 等 相 
面 上 规定 一 个 参考 矢量 ej. Xe., 设 入 射 
电场 E. 与 eu Xe, 之 间 的 夹 角 为 y 当 
9 二 0° 或 9 二 180° 时 ,这 种 表示 方法 无 效 ， 
可 直接 用 坐标 表示 极 化 方向 . 


在 直角 坐标 系 的 三 维 网 格 空间 中 ,连接 边界 由 6 个 坐标 平面 组 成 ,如 图 7-11 
所 示 ,其 坐标 在 zx,y 和 = 轴 分 别 为 is 和 姜 ,7 和 廊 ,A 和 ,由 这 6 个 平面 所 构 
成 的 立方 体 的 8 个 角 点 分 别 记 为 0. ,0 ,0 ,O, 和 01,01,01,O1. 


图 7-11 三 维 网 格 空间 中 的 连接 边界 


各 场 分 基 在 连接 边界 上 的 位 置 在 图 7-12 中 给 出 .处 于 jj 一 j 和 j=j, 两 个 平 
面 上 的 电场 是 E, 和 无 ., 处 于 4 一 如 和 上 一 如 两 个 平面 上 的 电场 是 已 和 已 ,, 处 
于 这 ti 和 i= 两 个 平面 上 的 电场 是 E, 和 瑟 .. 相互 平行 的 网 格 面 上 的 电场 分 


量 的 位 置 都 是 相同 的 . 
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图 7-12 连接 边界 面 上 的 场 分 量 
注 ，(a),(b) 图 中 "一 "和 "人 "分别 表示 场 分 量 E. 和 下 * 的 位 置 ， 
《ec),(d) 图 中 "一 "和 "人 ”分 别 表示 场 分 基 FE。 和 EE, 的 位 置 ， 
《e) (人 图 中 "一 ”和 “人 ”分别 表示 场 分 量 E, 和 巨 - 的 位 置 . 


和 二 维 情况 类 似 , 如 果 将 上 述 连 接 边界 面 归 为 总 场 区 , 则 对 其 上 电场 分 量 的 
计算 要 用 到 散射 区 中 磁场 分 量 的 值 . 因此 ,边界 面 上 的 场 的 计算 格式 必须 另外 给 
出 , 称 为 电场 的 连接 边界 条 件 . 例如 ,由 式 (7. 1. 35) 可 以 求 出 平面 j=j。 上 的 
Eee (i,jo sk) 

Er Ci,josk) =CACisjo Er i,josk) + CD » CBGi,j sh) 


(二 言及 一 H (ij 一 十)+ HY (jo 兴 一 十 ) 
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一 (t+ 坦 )- BEE 人 (im 一 到] (7.4.27) 
由 于 在 散射 场 区 中 的 点 (六 一 1/2, 妇 处 仅 存储 Hi (i,j。 一 1/2,k) ,因此 在 计 
算 中 要 用 到 H* 二 (i,j。 一 1/2,) ,于 是 在 上 式 中 , 除 Hi 于 (i,j 一 1/2,k) 外 ,所 
有 场 量 的 下 角 标 都 不 必 特 别 强调 ,其 余部 分 可 用 方程 (7. 1. 35) 中 的 差分 格式 替 
代 , 表 示 为 本 (i,jo,k) | yw.35. 则 方程 (7. 4. 27) 可 简写 为 
Er i,j ,k) = Er Ci,jo sk) | yoi as 


一 CD CBGsjo HE 人 一 去. (7.4.28) 


由 图 7-12(a) 可 以 看 出 ,上 式 的 适用 范围 为 了 一 7 和 i 一 加 十 1/2i 十 3/2，…， 
一 1/2;k 二 如 十 1,k 十 2,…,k 一 1. 这 个 连接 边界 面 称 为 前 边界 面 . 同样 地 ,对 
于 前 边界 面 上 的 E, 分 量 ,有 如 下 的 差分 格式 
Er (i,jo,k) = Er™ Ci,jo sk) | moss 
上 CD » CB(i,jo kh) HT 二 (im 一 了 必 )， (7.4. 29) 
其 适用 范围 则 为 7 二 jo,i 二 十 15 训 十 200s 和 一 1 和 二 十 1/25h 十 3/25 
一 1/2, 
类 似 地 ,其 他 边界 面 上 的 电场 分 量 可 表示 为 如 下 (a~e) 的 差分 格式 . 
a， 后边 界面 ,如 图 7-12Cb) 所 示 . 
Er i,j ,k) = Et i,j, sk) Lame.ss 
十 CD， CB(ij1 DH (ii 十 喜 8)，(7.4.30) 
其 适用 范围 为 j= 六 35i= 记 十 1/25i 十 3/2,…… i 一 1/23k 二 十 1 ;ko 十 2 ， 
| nf 
Er Cj 5h) = Er™ i,j sk) | mos 


一 CD CBGi5jo 有 HE (i 十 直 ,4)，(7.4.31) 


上 式 适 用 范围 为 j== 间 5i 二 i 十 1,io 十 2,… 5 和 一 13k 二 十 1/2,k 十 3/2,……， 
& 一 1/2. 
b. 底 边 界面 ,如 图 7-12(c) 所 示 . 


Er (i,j,h) = Er i,j,ko) do 


十 CD » CB(i,j,k,) Hr (7 一 去)， (7.4. 32) 


上 式 适 用 范围 为 == 5i= 记 十 1/25i 十 3/2,2… 一 1/237 二 jo 十 1;j6 十 2,1…， 
人 


Es Ci,j,ko) = Es Ci,j, 各) [uess 
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一 CD + CB Gi,j,h) HE (ij 一 到)，(7.4.33) 


上 式 适 用 范围 为 有 一 避让 一 和 十 1 和 十 2 一 1 一 六 十 1/2， 加 十 3/2，…， 
六 一 1/2. 
c， 顶 边界 面 ,如 图 7-12(d) 所 示 . 
Bi yk) = CD | a 


一 CD .CBWjwh DH (局 十 可)，(7.4.34) 


上 式 适用 范围 为 =k 35i== 记 十 1/25, 记 十 3/2,* ,一 1/2;3j 二 jo 十 1,jo 十 2 ， 
Pt 


Bott Cj ) = Es Cj,h) | yo.1.ss 
十 CD « CBGi,j,k) HT 人 + 二)， (7.4.35) 
上 式 适 用 范围 为 上 一 包 和 1 一 加 十 1 训 十 2 一 13 一 和 十 1/2,j 十 3/2， pv， 
六 一 1/2. 
d. 左边 界面 ,如 图 7-12(e) 所 示 . 
Est Ci,j,k) = Er Gi,75k) Tygoi.ssy 


十 CD ，CBGi 人 有 直人 一 南宁 人 ，(7.4.36) 
上 式 适 用 范围 为 ;一 加 条 一 加 十 1/2,7 加 十 3/2，…, 思 一 1/23 一 如 十 1 十 2 
太一 1. 
Penn irky = Perth) (sacimy 


一 CD » CB(i, ,j,k) HY (i 一 圭 'j1)， (7.4.37) 
上 式 适 用 范围 为 ;一 如 条 一 广 十 1,7 十 2 六 一 1 一 如 十 1/2， 如 十 3/2，…， 
一 1/2. 


e. 右边 界面 ,如 图 7-12(f) 所 示 . 
Be fh) SE Ry din 


一 CD .CB Gin ,ED) HY @ 十 去 ,7 人 ， (7.4.38) 
上 式 适 用 范围 为 i=i3j 二 jo 十 1/25j6 十 3/2，…s 记 一 1/23k 二 ko 十 ls 十 2，…， 
kl. 
Er (i ,j,k) = Er Gisj,k) | smo.ss 
十 CD . CB Gin ,j,k) HY 位 十 二 ,7 (7.4.39) 
上 式 适 用 范围 为 让 一 下 条 一 六 十 1, 加 十 2 六 一 1;K 人 一 局 十 1/2, 和 十 3/2，…， 
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ki 一 1/2. 

方程 (7. 4. 28) 一 (7. 4. 39) 称 为 电场 分 量 的 连接 边界 条 件 , 其 中 标 有 
“| a0.1.35 ”的 电场 分 量 均 可 由 与 方程 (7. 1. 35) 类 似 的 其 他 分 量 的 差分 方程 
导出 . 

在 连接 边界 的 12 条 棱 边 上 ,电场 分 量 的 计算 涉及 散射 场 区 中 的 两 个 磁场 分 
量 , 因 此 连接 边界 条 件 略 有 不 同 , 需 再 作 修正 . 

2. 磁场 分 量 的 连接 边界 条 件 

在 计算 连接 边界 面 外 距离 半 个 空间 步 长 的 网 格 点 处 的 磁场 分 量 时 ,要 用 到 
总 场 区 的 电场 分 量 , 因 此 也 要 作 特 殊 处 理 . 采用 与 前 面相 同 的 简化 方法 ,利用 方 
程 (7. 1. 36) ,各 个 边界 面 上 的 磁场 分 量 可 表示 为 如 下 (a~f) 的 差分 格式 ，: 

a. 前 边界 面 外 . 


Hr (ijo 一 去 ,全 = 下 (一 去, 一 CDE (i,j6,h), 


方程 (7.1.36) 


(7.4.40) 
其 适用 范围 为 j=j, 一 1/25i=is 十 1/2,is 十 3/2,… 一 1/23k 二 ko sk 十 1 ，…， 


(7.4.41) 
上 式 适 用 范围 为 j==jo 一 1/23i=ioyioc 十 ly 5 和 5k 二 十 1/2,ko 十 3/2,…， 
ki—1/2. 
b. 后 边界 面 外 . 


He (i + 诗 尼 )= He (i + 让) [m0 + CPE ij oh), 
(7.4.42) 
其 适用 范围 为 7 一 户 十 1/25i 一 坟 十 1/2 ,六 十 3/2，… 汪 一 1/23 一 有 ,大 十 1，…， 
局 : 
Hi (ioj + 评 中 )= Hr (ioj, + 诗 4)| — CDEs,. i,j, ,hk), 
(7.4.43) 
上 式 适 用 范围 为 了 一 头 十 1/2 生 一 站 站 十 1 四 3 一 名 十 1/2， 因 十 3/2，， 
太一 1/2. 
c. 底 边界 面 外 . 


H(iojoh 一 寺 ) 一 H(i 一 去 ) 十 CD (i,j,ko), 


方程 (7.1.367 


(7.4.44) 


220 也 变 电 磁场 一 一 理论 和 计算 


其 适用 范围 为 = 一 1/23i= 记 十 1/25 十 3/25… 一 1/235j==jorjo 十 1，…， 
nn. 


Ht ij 一 让)= 有 (7 — 圭 )| ,~ COE Cj he), 
(7.4.45) 
上 式 适 用 范围 为 有 一 操 一 1/2 和 1 一 和 各 十 1 全 订 一 六 二 12， 加 十 3/2，… 
万 一 1/2. 
d. 项 边界 面 外 
Hy (jh + 圭 )= Hy (7h + 去 ) jae ss — DES Ginjsh), 
(7.4.46) 


其 适用 范围 为 人 一 已 十 1/23i 一 加 十 1/2，i 十 3/2，… 和 一 1/257 一 jj 十 1，…， 
n. 
Ee We 1 i 
Hr (iojvh 二 译 )= Hi (5sjoh + 2 + CDE", (Gi,j,h), 
(7.4.47) 


=io rio 二 le si j=jo 二 1/2,jo+3/2,°,j1—1/2. 


上 式 适 用 范围 为 = 十 1/2 
e. 左边 界面 外 . 
1 ， 


3 : TL | 
人 一 到 有一 Hj - io ， 
(i a Fr 人 到 *) ja su + CDE, (017,h) 
(7.4.48) 
上 式 适 用 范围 为 ;一 和 一 1/2 和 一 疾 十 1/2, 加 十 3/2， 信 一 1/2 认 一 名 ,十 1，， 
二 Eb. 二 及 a 
“| H(i — CDEr (Gy 
Hi (i — i (一 到 ja DE Gis), 
(7.4.49) 


上 式 适 用 范围 为 i 二 i 一 1/23j 二 jo wjo 二 1， sj 5k 二 ko 十 1/2,ko 十 3/2,…* ,hk 一 1/2. 
f. 右边 界面 . 


(二 生 人 全 十 二 — CDE®, (i1 ,j,k), 


方程 (7.1.36) 


(7.4.50) 
上 式 适 用 范围 为 i= 记 十 1/2;j 二 jo 十 1/2,jo 十 3/2,*… ,有 1 一 1/25k 二 ko sho 十 1 ,sk 
二 nN ek 1 . Be 
下 全 位 十 诗人 人 一 下 二 (全 十 去 人) + CDE". (GD ,j,k). 


方程 (7. 1. 36) 

(7.4.51) 
上 式 适 用 范围 为 i = 十 1/2;j 二 jsjo 十 1，…y 记 3 二 和 十 1/2,k 十 3/2,…， 
后 一 1/2. 
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方程 (7. 4. 40) 一 (7. 4. 51) 称 为 磁场 分 量 的 连接 边界 条 件 , 其 中 标 有 
“| 要 0.1.36 ”的 场 量 均 可 由 与 方程 (7. 1. 36) 类 似 的 其 他 分 量 的 差分 方程 导出 . 

3. 入 射 平面 波 的 设置 和 计算 

在 球 坐 标 系 的 三 维 网 格 空间 中 , 当 标 志 人 射 平面 波 传播 方向 的 角度 9 与 9 
取 其 所 有 值 时 ,平面 波 的 波 前 可 能 首先 到 达 的 连接 边界 上 的 点 共有 8 个 , 即 连接 
边界 面 所 构成 的 立方 体 的 8 个 角 点 ,如 图 7-11 所 示 . 与 二 维 情况 类 似 ,为 了 计算 
入 射 平 面 波 , 仍 需 知道 参与 计算 的 各 网 格 点 相对 于 原点 的 滞后 距离 4 

d= gw * Teo (7.4.52) 

其 中 Ciiwe —Singcosg? 二 sinbsing@ 二 cos0 ， (7.4.53) 
r. 仍 表示 从 所 选择 的 原点 到 点 (i ,j,k.) 的 矢 径 . 

对 不 同方 向 的 入 射 波 ,应 选取 不 同 的 坐标 原点 . 当 0"<9<90° 时 ,原点 的 选 
择 取决 于 9 的 取 值 范围 ( 见 表 7-1): 


表 7-1 
9 的 取 值 范围 参考 原点 的 选取 re 的 表述 SA 月 
0°<p<90° oO, re 
90°"<p<180° 0, r= (i) t(j 十 (kh 一 )2 
180°<g<270° 0, 一 (一 二 ) 天 十 Cj 一 方 )3 十 (大 一 如 7) 
270°< p<360° 0, re Gi) i hy 十 (k 一 hz 


当 90"<9<180° 时 ,原点 的 选择 也 由 gp 的 取 值 来 定 ( 见 表 7-2): 


表 7-2 
? 的 取 值 范围 参考 原点 的 选取 六 的 表述 
0°<g<90° Or re i—i)r+ (jj) y+ Ck ok) 
90°<p<180° CO: r= 二 (一 jo)y 二 (hk. 一 本 2 
180°< p<270° OO; r= (iri) jj) kh 
270°<pg<360° OL CFan RC 


因为 人 射 平面 波 仍 可 作为 一 维 问题 处 理 , 故 方程 (7. 4. 18) 和 (7. 4. 19) 仍 然 
适用 ,其 中 CD 中 的 As 和 At 应 与 三 维 网 格 空间 差分 方程 中 的 一 致 . 由 于 4 不 总 
是 As 的 整数 倍 ,所 以 有 时 也 需要 作 插 值 近似 . 

为 用 于 连接 边界 条 件 , 电 磁场 各 分 量 可 按 下 式 求 得 

Hi (d) 一 Hi ld) (singsing 十 cosycosbgcosp)， (7.4.54) 
Hiws (d) = Hs.(d)(— singcosg 一 cosycosgcosp)， (7.4.55) 
Hi (d) 一 Hi (d)(— cosysing), (7. 4. 56) 
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Es (d) = Es,.(d) (cosysing 一 sinycosgcosp)， (7.4.57) 
Ew (d) = 已 。(d)( 一 cosyeosp 一 sinycosgsinp)， (7.4.58) 
ECd) = E,.(d) (singsing). (7.4.59) 


为 了 研究 散射 体 对 电磁 脉冲 的 响应 ,可 将 激发 平面 电磁 波 的 简 谐 振荡 波源 
换 成 波形 符合 所 模拟 的 人 射 脉冲 的 时 变 信号 . 这 时 ,将 在 总 场 区 内 获得 一 个 沿 特 
定 方向 传播 的 脉冲 平面 波 ,并 与 总 场 区 内 的 散射 体 发 生 相互 作用 . 只 要 存储 网 格 
空间 中 电磁 场 的 瞬时 值 , 即 可 获得 散射 体 对 脉冲 响应 的 全 部 信息 . 由 于 所 研究 的 
单个 脉冲 的 作用 是 一 个 瞬 态 问题 ,所 以 差分 格式 的 时 间 步 数 主要 决定 于 入 射 肪 
冲 的 波形 ,尤其 是 脉冲 后 沿 持续 的 时 间 . 

为 了 研究 散射 体 的 宽频 带 特性 ,入 射 脉冲 应 有 较 宽 的 频谱 ,并 要 求 频谱 变化 
比较 平缓 而 截止 特性 比较 陡峭 . 高 斯 脉冲 是 一 种 最 常用 的 入射 脉冲 ,随时 间 变 化 
的 规律 为 


f(D = eo/T, (7.4.60) 
其 中 i 和 工 为 常数 .上 式 的 傅 里 叶 变 换 具有 如 下 形式 
Fw) = VrTe™™/, (7.4.61) 


可 见 , 高 斯 脉冲 的 频谱 仍然 是 高 斯 型 的 . 另 一 种 可 选择 的 脉冲 形式 为 
f(D = 1—cos2xFt, 0<it<UF, (07.4. 62) 
0， t> 1/F, 

其 中 下 为 常数 . 

如 果 所 研究 的 人 射 脉 冲 没有 统一 的 解析 形式 ,可 采用 分 段 解析 表达 式 , 即 在 
不 同 的 时 间 步 范围 中 对 应 不 同 的 解析 表达 式 . 对 更 复杂 的 波形 , 则 可 采用 按时 间 
步 读 人 数据 文件 的 方式 . 总 之 ,入 射 脉冲 是 随时 间 变 化 起 作用 的 ,其 灵活 的 表达 
形式 可 使 对 脉冲 的 模拟 达到 很 高 的 精度 . 


§7.5 Engquist-Majda 吸收 边界 条 件 


如 前 所 述 , 当 用 时 域 有 限 差分 法 计算 散射 或 辐射 这 类 开放 电磁 场 问题 时 , 必 
须 人 为 地 把 计算 空间 截断 ,对 于 这 种 截断 边界 必须 进行 特殊 处 理 , 即 加 上 适当 的 
边界 条 件 . 

在 截断 边界 处 加 上 人 为 的 边界 条 件 是 一 种 特殊 的 计算 方法 , 它 不 仅 要 保证 
边界 场 必 要 的 计算 精度 ,还 要 有 效 地 消除 由 非 物 理 因素 引起 的 人 射 波 在 边界 上 
的 反射 ,使 得 用 有 限 的 网 格 空间 能 模拟 电磁 波 在 无 限 空间 中 的 传播 . 我 们 将 作用 
在 边界 场 上 上 且 符 合 上 述 要 求 的 算法 称 为 吸收 边界 条 件 或 辐射 边界 条 件 (radia- 
tion boundary condition ,简称 RBC)、 
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自 20 世纪 70 年 代 起 ,科学 家 们 对 吸收 边界 条 件 进 行 了 一 系列 研究 . 80 年 
代 之 前 出 现 的 吸收 边界 条 件 主要 有 两 类 : 一 类 利用 模 零 化 (淹没 ) 微 分 算 子 ,可 
看 做 是 索 末 菲 辐 射 条 件 的 发 展 ; 另 一 类 通过 波动 方程 的 因子 分 解 获得 单 向 波 方 
程 而 建立 的 吸收 边界 条 件 . 90 年 代 中 期 ,Berenger 提出 完全 匹配 层 ,开辟 了 吸收 
边界 研究 的 新 方向 ,并 获得 巨大 的 成 功 . 本 章 将 对 这 些 吸 收 边界 条 件 的 基本 原理 
及 其 在 微分 方程 数值 解 中 的 应 用 进行 讨论 . 


7.5.1 单 向 波 与 吸收 边界 条 件 


不 难 验 证 ,方程 
a 
发 = Crt) =0 (7.5.1) 
的 解 可 表示 为 
gzyt) = %( 工 十 地)， (7.5.2) 


式 (7. 5. 2) 表 示 速 度 为 "、 只 沿 zx 轴 负 方向 传播 的 波 , 故 称 为 单 向 波 . 因此 ,方程 
5. 1) 称 为 单 向 波 方程 . 可 以 证 明 ,如 果 一 个 垂直 投射 到 平面 边界 上 的 平面 波 
满足 方程 (7. 5. 1) ,在 边界 上 就 不 会 产生 反射 . 
倪 达 办 看 < 处， 则 太 玉 满 尾 方程 (7， 5.1) 相 当 于 要 求 
Bo| = as, | . (7.5.3) 


设 沿 工 轴 的 空间 步 长 为 Ar, 空 s 间 步 数 为 ii 为 整数 ) ,时间 步 长 为 At, 时 间 步 数 
为 x(z 为 非 负 整数 ). 如 果 采 用 向 前 差分 近似 , 令 平面 x=0 上 i=0, 则 上 式 的 差 
分 形式 为 

多 (1) 一 加 (0) = 符 [gr 0) 一 上 (0)]， 


并 可 改写 为 $"° (0) =#"(0) (1 一 2 ) + + "01. (7.5.4) 
由 此 可 见 , 边 界 上 任何 时 间 步 的 $ 值 都 可 以 计算 . 若 Az 二 vAt, 则 
$1 (0) 一 内 (1). (7.5.5) 


这 说 明 , 在 满足 数值 稳定 性 条 件 的 情况 下 ,满足 方程 (7. 5. 1) 的 平面 波 具有 如 下 
特性 : ;一 0 处 第 十 1 时 间 步 的 波 正好 是 ;一 1 处 第 nn 时间 步 的 波 . 也 就 是 说 ,该 
波 只 是 经 过 一 个 时 间 步 向 左 ( 靠 近 边 界 ) 移 动 一 个 空间 步 长 ,不 发 生 任何 反射 ,也 
不 需要 边界 外 的 任何 信息 .所 以 ,对 沿 工 轴 负 方向 投射 到 截断 边界 的 平面 波 , 只 
要 令 其 满足 方程 (7. 5. 1) ,就 不 会 在 边界 上 发 生 反 射 ,好 像 被 边界 完全 吸收 一 样 . 
所 以 ,方程 (7. 5. 1) 称 为 吸收 边界 条 件 . 
设 上 zz) 为 一 维 问题 中 的 任 一 场 分 量 , 则 无 源 区 域 的 波动 方程 
a 


(Ee i (7.5.6) 
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可 以 表示 成 
a 1aa 1av_ 
(Gr E(t 07.5.7) 
这 相当 于 以 下 两 个 单 向 波 方程 , 妈 
i 二 人 
(Bz -iB (B+ 7.5.8) 


已 经 证 明 , 上 式 中 的 第 一 式 为 左边 界面 < 一 0 上 的 精确 的 解析 吸收 边界 条 件 . 同 
样 可 以 证 明 , 第 二 式 为 右边 界面 上 精确 的 解析 吸收 边界 条 件 . 如 果 令 算 子 


LD- (7. 5.9) 
ag i -_93_13 
ne (7.5.10) 
则 有 L$=L: L; $=0. (7,6. 149 


这 说 明 LY 和 Li 可 以 通过 对 L 进行 因子 分 解 得 到 ,而 Li 和 L; 正 是 方程 
(7.5. 8) 的 两 个 算 子 (这 里 的 下 角 标 1 表示 一 维 算 子 ). 这 一 情况 具有 普遍 意义 ， 
可 以 推广 到 二 维和 三 维 空间 中 . 
y Bp 在 二 维和 三 维 问题 中 , 波 可 以 任何 方式 人 射 
外 到 截断 边界 上 . 由 于 任意 平面 波 可 表示 为 平面 波 
谱 的 全 加 , 故 可 用 以 任意 角度 投射 到 边界 的 平面 
8 波 代表 实际 问题 中 可 能 遇 到 的 情况 . 二 维 矩 形 空 
间 中 投射 到 边界 的 平面 波 如 图 7-13 所 示 , 其 中 
9 表示 二 维 空间 的 内 部 . 若 用 时 域 有 限 差分 法 模 
拟 沿 任何 方向 波 的 传播 ,到 达 边界 30 的 均 为 外 
0 行 数字 波 , 要 求 边界 对 于 外 行 数字 波 如 同 网 格 空 
扩 ” 间 的 无 限 扩展 . 为 此 ,必须 使 截断 边界 处 的 场 量 

图 7-13 二 维和 矩形 空间 中 满足 单 向 波 方程 (不 局 限于 垂直 于 边界 的 特殊 方 

散射 到 边界 的 平面 波 向 ). 二 维 问题 所 需要 的 吸收 边界 条 件 不 仅 要 求 
在 0==0° 时 不 存在 截断 边界 上 的 反射 ,而 且 应 在 尽量 大 的 9 的 取 值 范围 内 也 满足 
这 一 要 求 

设 8(x,y,) 为 二 维 问题 中 的 任 一 场 分 量 ,满足 波动 方程 


Ry 
(Br + yr = 0. (07:5, 12} 
定义 算 子 
2 2 1 2 
声 一 让 十 订 二 全 《7.5.13) 


并 对 其 进行 因子 分 解 , 则 有 
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L$ = LiLi$ =0, (7.5.14) 
其 中 
+ +19 y a/a 总 
-=e v1 = i 755. 
I a + ar Se 5 "总 /如 C129515) 


Engquist 和 Majda 证 明 "” ,将 L; 应 用 于 边界 面 x 一 0 上 的 平面 波多 时 ， 
g# 可 以 是 以 任意 角度 从 内 部 人 射 到 该 边界 面 并 被 吸收 的 平面 波 . 换 句 话说 ， 


Li$|.o=0 (7.5.16) 
就 是 边界 面 zx 一 0 上 的 精确 的 解析 吸收 边界 条 件 . 类 似 地 ， 
Li$|,-,=0 (7.5.17) 


为 边界 面 < 二 A 上 精确 的 解析 吸收 边界 条 件 , 即 满足 方程 (7. 5. 17) 的 以 任意 角 
度 从 0 内 部 投射 到 该 边界 面 的 平面 波 $ 将 被 精确 地 全 部 吸收 

在 图 7-13 中 的 边界 面 ?一 0 和 yh 上 ,显然 可 以 得 到 与 以 上 两 式 完全 类 
似 的 吸收 边界 条 件 . 由 于 坐标 和 y 处 于 完全 相同 的 地 位 ,只 禹 交换 式 (7. 5. 15) 
中 的 芽 和 恕 就 可 获得 这 两 个 边界 面 上 的 吸收 边界 条 件 . 

设 内 zyv=,D) 为 三 维 问题 中 的 任 一 Ce 


a + 8 人 
(站 二 Fa Bi)$= L$=0. (7.5.18) 
定义 算 子 
i 
hh = 六 + 部 + 六 - 点 说 ， 《7.5.19) 


并 对 其 进行 因子 分 解 , 则 有 
L$= LL;$= 0, 


其 中 L# = +t-D, C7. 5. 20) 
D=d[( 吕 /8) + 信人 82) 
垂直 于 z 轴 的 两 个 边界 面 +=0 和 z=h 上 的 精确 的 解析 吸收 边界 条 件 分 别 为 
L$|.-, =0, Li$|,., = 0. (7.5.21) 
由 于 坐标 x,y 和 x 处 于 完全 对 等 的 地 位 ,很 容易 得 到 在 分 别 与 y 轴 和 > 轴 垂 直 
的 另外 4 个 边界 面 上 与 上 式 类 似 的 精确 的 解析 吸收 边界 条 件 . 


7.5.2 单 向 波 吸 收 边界 条 件 的 近似 表示 


式 (7.5.15) 和 (7. 5. 20) 中 的 算 子 都 包含 一 个 根 式 . 由 于 这 类 算 子 对 空间 变 
量 和 时 间 变 量 都 是 非 局 部 的 ( 称 为 伪 微 分 算 子 ) ,作为 吸收 边界 条 件 ,不 适合 直接 
进行 数值 计算 . 在 时 域 有 限 差分 法 中 ,能够 实际 执行 的 吸收 边界 条 件 是 通过 对 精 
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确 的 解析 吸收 边界 条 件 中 的 根 式 取 近 似 而 得 到 的 , 故 称 为 近似 吸收 边界 条 件 . 执 
行 这 种 吸收 边界 条 件 会 导致 在 截断 边界 上 出 现 某 种 反射 ,应 取 适 当 的 近似 使 这 
种 反射 在 尽量 宽 的 人 射 角 范围 内 减 到 最 小 . 

Mur(1981) 给 出 了 适 于 在 时 域 有 限 差分 法 中 应 用 的 吸收 边界 条 件 的 二 阶 
近似 形式 . 具体 做 法 是 ,将 式 (7. 5. 15) 中 的 根 式 进行 泰勒 展开 ,然后 取 前 两 
项 , 即 令 


VI ~1-3, (7.5.22) 
作用 于 式 (7. 5. 15) 中 的 Lz , 便 得 到 
a_13a+z(ay1/ap| - 
[起 ~ (0 2p|.,=°. (7.5.23) 


再 将 学 作 用 于 上 式 ,就 可 得 到 


(二 
这 就 是 Mur 所 建议 的 适用 于 二 维 问题 的 二 阶 近似 吸收 边界 条 件 ,在 时 域 有 限 差 
分 法 中 有 着 广泛 的 应 用 . 
Trefethen 和 Halpern(1985) 提 出 了 一 种 一 般 性 的 近似 方法 ,将 /1 一 5 在 区 
间 [ 一 1,1] 中 用 一 个 有 理 函 数 


(7.5.24) 


_ Pa(S) 
R(S) = gC5) 


表示 ,其 中 p,(S) 和 q,《S) 分 别 为 m 阶 和 nn 阶 多 项 式 , 并 用 (m,n) 表 示 RC(S) 的 
类 型 .例如 ,R(S) 的 (2,0) 型 近似 使 人 1 一 S 有 如 下 的 近似 表示 


(7.5.25) 


V1—S ~ p+ ps’. (7. 5. 26) 
由 此 可 得 边界 面 zx 一 0 上 的 二 阶 近似 吸收 边界 条 件 
? 2 
Em wp, 总 ) 0， (7.5.27) 


其 中 系数 加 和 p。 通常 由 插值 法 决定 . 所 使 用 的 标准 方法 包括 切 比 雪夫 多 项 式 、 
最 小 二 乘法 和 帕 德 (Padé) 近 似 等 ,目的 是 导出 一 种 近似 吸收 边界 条 件 , 使 得 在 
尽量 宽 的 入 射 角 范 围 内 在 截断 边界 上 有 足够 小 的 反射 系数 . 在 其 他 截断 边界 上 ， 
也 可 导出 与 上 式 类 似 的 近似 吸收 边界 条 件 . 

为 了 提高 吸收 边界 条 件 的 性 能 ,可 以 取 更 高 阶 的 近似 . 如 果 取 RCS) 的 (2,2) 
型 近似 , 则 V1 一 S 近似 表示 为 


VI 一 下 ~ 全 (7. 5. 28) 
+ gz 
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由 此 可 获得 边界 面 z= 二 0 上 的 三 阶 近 似 吸 收 边界 条 件 
(% ey 十 ze， By na) = 0, (7.5.29) 

其 中 p; 和 gi;(i 二 0,2) 的 不 同 选 择 给 出 不 同 的 近似 吸收 边界 条 件 . 例如 ,车 在 式 
(7.5.28) 中 取 名 一 1, 思 一 一 1/2, 则 称 为 (2,0) 型 的 帕 德 近似 ,这 样 就 得 到 方程 
《7. 5. 24). 在 方程 (7. 5. 29) 中 取 一 名 一 1,9: 一 一 1/4, 思 一 一 3/4, 某 些 性 能 可 
优 于 Mur 吸收 边界 条 件 . 

理想 的 吸收 边界 条 件 保证 外 行 数字 波 在 截断 边界 处 不 产生 反射 (如 前 一 小 
节 导 出 的 精确 的 解析 吸收 边界 条 件 ) ,但 不 能 直接 在 数值 计算 中 执行 . 近似 吸收 
边界 条 件 由 于 破坏 了 算 子 原 有 的 严格 关系 ,将 在 边界 处 引起 某 种 反射 . 正确 评价 
这 种 反射 的 性 质 ,对 在 实践 中 选择 近似 吸收 边界 条 件 的 类 型 ,并 估价 由 其 引起 的 
计算 误差 很 有 意义 . 近似 吸收 边界 条 件 所 引起 的 反射 可 用 反射 系数 表示 . 一 般 地 
讲 , 反 射 系数 是 平面 波 对 边界 面 的 人 射 角度 9 的 函数 . 

在 图 7-13 中 ,对 边界 面 z=0 处 人 射 的 平面 波 可 表示 为 


hs (7.5.30) 
其 中 为 波 数 .如果 在 该 边界 面 上 存在 反射 , 则 此 处 的 总 场 可 表示 为 
$s = Erte Ree kosinn ， c7.5.31) 


如 果 尺 是 某 近 似 吸收 边界 条 件 所 引起 的 反射 系数 , 则 上 式 所 表示 的 & 应 该 满 
足 该 吸收 边界 条 件 . 将 上 式 代 入 式 (7. 5.27) 和 (7. 5. 29) ,可 分 别 求 出 二 阶 和 三 阶 
近似 吸收 边界 条 件 所 引起 的 反射 系数 

_ cos — po — psin’0 


， (7.5. 32) 
cos0 十 po 十 posin’0 


_ gcos0 十 gacosgsin 0 一 加 一 加 sinzg 

gocosg 十 gacosbsinb 十 po + p, sin’ 0” 
不 难看 出 ,对 于 (2,0) 型 的 帕 德 近似 ,只 当 0 一 0" 时 才 有 R=0. 也 就 是 说 ,只 有 重 
直入 射 到 边界 面 z 二 0 的 平面 波 才 能 被 这 种 类 型 的 近似 吸收 边界 条 件 全 部 豚 
收 ,而 以 其 他 角度 入 射 的 平面 波 都 会 引起 反射 , 且 反 射 系数 是 9 的 函数 . 

在 实际 应 用 中 ,由 复杂 目标 产生 的 反射 波 往往 覆盖 很 宽 的 人 射 角 范围 , 故 获 
得 所 需 人 射 角 范 围 内 具有 良好 吸收 特性 的 近似 吸收 边界 条 件 是 很 重要 的 . 

用 单 向 波 方程 建立 的 近似 吸收 边界 条 件 与 近似 精度 的 类 型 p, 和 g, (i==0， 
1,2,…) 的 取 值 直 接 相 关 . 不 同 的 近似 方法 给 出 不 同 的 近似 吸收 边界 条 件 . Tre- 
fethen 和 Holpern 发 展 了 以 下 七 种 方法 : 帕 德 法 ; 亚 区 间 上 的 切 比 雪夫 法 (L> ,a 
为 参数 ) ; 切 比 雪夫 点 插值 法 ;最 小 二 乘法 (L); 切 比 雪夫 - 帕 德 (C-P) 法 ;New- 
man 点 插值 法 和 切 比 雪夫 法 (L™). 

表 7-1 和 表 7-2 分 别 给 出 了 用 以 上 七 种 方法 所 获得 的 二 阶 和 三 阶 近似 吸收 


R 


(7.5, 33) 
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边界 条 件 的 主要 参数 和 性 能 . 由 此 可 以 看 出 ,无 论 二 阶 还 是 三 阶 近似 , 帕 德 法 所 
获得 的 近似 吸收 边界 条 件 只 在 垂直 人 射 (9=-0 ) 时 才 有 精确 的 吸收 ,而 用 其 他 方 
法 所 获得 的 二 阶 近 似 吸 收 边界 条 件 有 2 个 精确 吸收 的 角度 ,三 阶 近似 吸收 边界 


条 件 有 3 个 精确 吸收 的 角度 . 故 一 般 而 言 , 三 阶 近似 吸收 边界 条 件 具 有 更 优良 的 
性 能 . 
表 7-1 二 阶 近似 吸收 边界 条 件 
[过 型 | Pb | 7 精确 吸收 的 入 射 角 度 /(") 
帕 德 法 | 1. 000 00 | 一 0. 500 00 0.00 
L* (a=20°) 1.000 23 一 0.515 55 7.6， 18.7 
切 比 雪夫 点 插值 法 | 1.035 97 | 0.765 37 22.5, 67.5 
是 1.030 84 一 0.736 31 22.1， 64.4 
切 比 雪夫 - 帕 德 法 1.061 03 | 一 0.848 83 25.8， 73.9 
Newman 点 插值 法 1.000 00 | 一 1.000 00 0.0， 90.0 
1. 125 00 一 1.000 00 31.4， 81.6 


注 ; 对 所 有 类 型 ,g 一 1. 000 00. 
表 7-2 三 阶 近似 吸收 边界 条 件 


近似 类 型 po ps 9 精确 吸收 的 入 射 角度 /(*) 

帕 德 法 1.000 00 | —0.750 00 | 二 0. 250 00 | 0.00 

L* (a=45°) 0.999 73 | —0. 808 "| —0.316 57 | 11.7, 31.9, 43.5 
切 比 雪 夫 点 插值 法 | 0.996 50 | 一 0.912 s6 | 一 0.472 58 | 15.0， 45.0， 75.0 
只 0.992 50 | 一 0.922 33 | 一 0.510 84 | 18,4, 51.3, 76.6 
切 比 雪夫 - 帕 德 法 0. 990 30 | 一 0.943 14 | 一 0.555 56 | 18.4, 53.1, 81.2 
Newman 点 插值 法 1.000 00 | 一 1.000 00 0. 669 76 0.0， 60.5， 90.0 
i 0.956 51 | 一 0.943 54 | 一 0.703 85 | 26.9， 66.6, 87.0 


注 : 对 所 有 类 型 ,q, 二 1.000 00. 
7.5.3 了 吸收 边界 条 件 的 时 域 有 限 差分 格式 


1. 一 维 空间 中 有 吸收 边界 条 件 的 差分 格式 

在 一 些 电磁 场 问题 中 ,对 某 些 网 格 空间 的 边界 面 而 言 只 存在 垂直 人 射 的 外 
行 波 , 这 时 可 以 考虑 应 用 精确 的 一 维 网 格 空间 的 吸收 边界 条 件 . 设 As 为 均匀 空 
间 步 长 ,i 为 沿 z 轴 的 网 格 数 (i 为 非 负 整数 ), 时 间 步 长 为 At. 设 在 左边 界面 
xz 一 0 上 i 二 0, 网 格 空间 内 部 的 网 格 点 依次 为 i 二 1,2,…. 为 了 应 用 方程 (7. 5. 1)， 
首先 需要 将 其 变 为 差分 形式 .7. 5. 1 小 节 已 得 到 了 用 向 前 差分 近似 导出 的 吸收 
边界 条 件 的 差分 格式 ,但 为 了 和 时 域 有 限 差分 法 所 采用 的 网 格 空间 内 部 的 计算 
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格式 相 一 致 ,还 需 导 出 按 中 心 差分 近似 的 差分 格式 . 

在 左边 界 处 , 场 量 #0) 的 中 心 差分 近似 为 

1 1 
“+ 
i 2 2 

3 (0) A +OCAa’s). (7.5.34) 

这 样 的 计算 要 用 到 网 格 空间 外 部 和 内 部 非 网 格 点 上 的 信息 . 为 克服 这 一 缺点 , 改 
为 从 加 (1/2) 出 发 , 且 用 如 下 的 近似 


(十)= 人 二. 07.5. 35) 
为 了 避免 出 现 半 个 时 间 步 长 ,同时 还 采用 如 下 的 近似 
PD = TD, 10sy (7. 5. 36) 
因此 有 
Ogi (1) $0) — $0) 
at i(z)= AAs | 
一 多 :1) 十 加 (1) 一 内 (0) 一 加 (0) 
A ， (7.5.37) 
{l/l 
2 ) 
8t 2 At 
$7) +$ (0) — $1) 一 加 (0) 
= DA . (7.5.38) 
将 以 上 两 式 代入 方程 (7. 5. 1) , 便 可 得 到 
tl i 4 VAt— Asrgnn! gn 
0) = D+ oT C1) C—O), (7.5. 39) 
当 满足 数值 稳定 性 条 件 As=2vAt 时 ,上 式 有 非常 简单 的 形式 
风 "(0) 一 岁 (1) 一 于 [gr (1) 一 光 (0)]. (7. 5. 40) 


这 就 是 左边 界面 上 吸收 边界 条 件 的 差分 格式 . 这 说 明 , 可 通过 边界 面 上 网 格 点 及 
其 相 邻 的 网 格 空间 内 部 的 网 格 点 上 相 邻 两 个 时 间 步 的 场 值 ,计算 出 任意 时 间 步 
的 边界 场 值 . 

右边 界面 上 吸收 边界 条 件 的 差分 格式 可 以 用 完全 类 似 的 方法 导出 . 

2. 二 维 空间 中 二 阶 近似 吸收 边界 条 件 的 差分 格式 

假设 ==0 为 二 维和 矩形 网 格 空间 的 左边 界 , 则 其 上 的 二 阶 近似 吸收 边界 条 
件 由 方程 (7. 5. 27) 表示 . 当 采 用 中 心 差分 近似 时 ,车 采用 与 式 (7. 5. 35) 和 
《7. 5. 36) 类 似 的 近似 表示 ,可 得 到 (1/2,j) 处 场 量 的 差分 表示 (ji 表示 沿 y 轴 的 
网 格 编号 ,7 为 非 负 整数 ) , 即 
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_ $0) 一 办 二 (1) 十 办 内 ] 
=[ ArzrAt 


A 01) $1D— (0D + (0), (7.5.41) 


2 
, | "(去 ')- A 
于 全 本 
co EAL a 
Zc) + C07) — 2 1,7) —28°60, 7) 
Fl Wi (0,7)], (7.5.42) 
1 
Sr ($2)-2 他 Ay | 
Te 歼 ( 去 +Y (一 1] 
一 Kay BAL jt D +0 + DD —28 1,7) — 28"(0,7) 
十 各 (1,j 一 十 各 (0,j 一 1)]， (7.5.43) 


其 中 Az 和 Ay 分 别 为 沿 z 和 > 轴 的 空间 步 长 .将 以 上 三 式 代入 方程 (7. 5. 27)， 
并 假设 Az 一 Ay 一 As, 当 满足 As=2vAt 时 , 则 可 得 到 


$11(0,j) 一 3p iA -如 上 44:- rah (7.5.44) 
其 中 A=$7(1,) 一 p10,)+ (0,j)， (7.5.45) 
As =$°"(1,7) — 2$° 617) —28° (0,7) 
十 办 (1,7) 十 办 07)， (7.5.46) 
As 一 多 (1 十 1) 一 2 加 (1 十 加 (1 一 1) 十 加 (0 十 1) 
一 2 C0, 站 十 (0,j 一 1). (7. 5.47) 


适用 于 其 他 边界 面 的 二 阶 近 似 吸收 边界 条 件 的 差分 格式 ,可 用 完全 类 似 的 方法 
导出 . 

3. 二 维 空间 中 三 阶 近似 吸收 边界 条 件 的 差分 格式 

直接 将 中 心 差分 近似 应 用 于 边界 面 = 一 0 处 的 三 阶 近似 吸收 边界 条 件 , 所 
导出 的 差分 格式 是 一 种 隐 式 格式 . 为 了 获得 其 显 式 表示 , Blaschak 和 Kriegs- 
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mann(1988) 采 用 了 如 下 的 导出 方法 . 
先 用 v(At)? 乘 以 方程 (7. 5. 29) ,并 引用 辅助 函数 


E 2 
= [AD D+ wps AD’ 9 — g(aAD: -op, (7.5.48) 
na a By azar | 
则 方程 (7. 5. 29) 可 重 写 为 
， 
缀 = mA)zg -29 (7.5.49) 


9t azray 
对 上 式 采 用 中 心 差分 近似 ,可 得 到 
fo = (0,)) = 0, 


(7. 5. 50) 
C0) 二 时 PT (0,7) 一 1,21e， 


其 中 
T= 二 1D 一 2 (1 二 (1,j 一 1) 一 各 (0,j 十 1) 
十 2 如 (0,7) 一 和 (0,7 一 1). (7.5.51) 

再 用 中 心 差分 近似 对 式 (7. 5. 48) 进 行 离散 ,代入 式 (7. 5. 50) ,并 假设 Ar 一 Ay 一 
As. 当 满足 As 二 2vAt 时 , 即 可 获得 显 式 差分 格式 
二 [wo + 于 4 一 到 4， 二 双 4, ]， (7.5.52) 
其 中 A,,A, 和 A, 如 式 (7. 5.45) 一 (7. 5.47) 所 示 . 

4. 三 维 空间 中 Mur 吸收 边界 条 件 的 差分 格式 

再 考虑 三 维 空间 中 边界 面 zx 一 0 处 的 吸收 边界 条 件 , 则 当 取 如 式 (7. 5. 22) 
所 示 的 近似 , 即 


(0,)) 一 


Vi—-D’x~1—D’/2 (7.5.53) 
时 ,由 方程 (7. 5. 21) 中 的 第 一 式 可 得 到 Mur 给 出 的 一 种 近似 吸收 边界 条 件 
oa 1 8? | 
cr B27) |#=°0. (7.5.54) 


设 Az,Ay 和 Az 分 别 为 沿 z,y 和 = 轴 的 空间 步 长 ,j- 和 k 分 别 为 沿 > 轴 和 xz 轴 
的 网 格 数 (j、k 为 非 负 整数 ). 当 取 Ar 一 Ay 一 Az 一 As 时 ,可 以 得 到 


gr (0,j sk) = 1j 几 十 王后 多 [411j ,有 + $10,j,k)] 


7 a (CaApz fp, 
A 0h + $j ] + rN ACE 0sj+ 1,k) 


一 28"(0,j5k) 十 各 C057 一 15) 十 (1,j 十 1,k) 一 24"(1,j,k) 

十 和 (1, 一 1,k) 十 各 (0,jsk 十 1) 一 2 和 (C05j,k) 十 和 (0,j 5,k 一 1) 
十 和 (1,j5k 十 1) 一 2 加 (1,7) 十 办 (1 一 1)]. (7.5. 55) 
当 满足 数值 稳定 性 条 件 As 一 2vAt 时 ,上 式 中 的 系数 可 以 简化 . 这 一 差分 格式 已 
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在 很 多 问题 中 得 到 广泛 应 用 . 
5. 二 维 空间 中 角 点 的 近似 吸收 边界 条 件 
由 式 (7. 5. 44) 一 (7. 5. 47) 不 难 发 现 , 用 于 二 维 网 格 空间 的 近似 吸收 边界 条 
件 在 边界 面 xz 一 0 处 差分 格式 中 含有 点 (0 一 1) 和 (0,7 十 1)G7 一 0,1,2,…，,N， 
其 中 N, 为 沿 y 轴 后 边界 处 的 网 格 编号 ). 也 就 是 说 ,在 计算 内” (0,0) 时 需要 知 
道内 (0, 一 1), 在 计算 风 ”…(0,N,) 时 需要 知道 岁 (0,N, 十 1). 但 是 风 (0, 一 1) 和 
和 (0,N, 十 1) 都 是 网 格 空 间 外 的 场 值 ,不 在 计算 机 存储 空间 中 . 在 其 他 边界 面 上 
网 格 空间 ”吸收 边界 条 件 的 差分 格式 中 也 有 类 似 
中 心 ”的 问题 . 因此 ,在 二 维 矩 形 网 格 空 间 
0.D 中 ,4 个 角 点 上 的 场 值 是 不 能 用 前 面 导 
出 的 差分 格式 计算 的 . 
针对 这 个 问题 ,Taflove 和 Umas- 
hanker(1982) 给 出 了 一 种 行 之 有 效 的 
处 理 方法 , 且 满 足 对 吸收 边界 条 件 的 
以 下 各 项 要 求 : 只 需 计 算 空 间 内 部 网 
图 7-14 近似 吸收 边界 条 件 对 二 维 。。 格 点 上 的 场 量 ;对 外 行 数字 波 只 引起 
宪 间 中 第 点 的 处 理 方法 少量 的 反射 ;是 数值 稳定 的 . 
以 角 点 (0,0) 为 例 , 如 图 7-14 所 示 . 
假设 所 有 到 达 点 (0,0) 的 外 行 波 都 沿 从 网 格 空间 中 心 到 该 点 的 射线 方向 传 
播 . 如 果 用 $ 表 示 在 径 向 射线 上 距 (0,0) 点 As 处 的 外 行 波 场 值 , 则 该 点 上 的 场 值 
可 视 为 $ 沿 射线 传播 As 的 结果 . 若 满 足 数值 稳定 性 条 件 As 二 2vAt, 则 传播 这 段 
距离 需要 的 时 间 为 2At. 因此 ,点 (0,0) 处 的 场 值 与 5 满足 
多 (0,0) = fag™!, (7.5.56) 
其 中 记 。 为 外 行 散射 波 沿 径 向 的 衰减 因子 ,多 “是 对 点 (0,0) 及 其 在 网 格 空间 内 
部 的 相 邻 点 (0,1),(1,0) 和 (1,1) 处 第 "一 1 时 间 步 的 场 值 进行 线性 插值 的 结果 . 
若 用 d. 表示 从 网 格 空间 中 心 到 有 取 值 处 的 距离 (以 As 为 单位 ), 则 


pa 
(0,0) p10) x 


f= (zi) - (7.5.57) 
车 用 a 表示 径 向 射线 与 z 轴 之 间 的 夹 角 , 则 有 
$= (1— sina) (1— cosa)$"™ (0,0) + (1— sing)cosa$"™! (1,0) 
十 sina(] — cosa)$” (0,1) 十 sinacosag" (1,1). (7.5.58) 
用 类 似 的 方法 也 可 导出 其 他 角 点 处 的 差分 格式 . 
6. 三 维 空间 中 棱 边 的 近似 吸收 边界 条 件 
由 于 需要 网 格 空间 外 的 场 值 参 与 运算 ,三 维 空间 近似 吸收 边界 条 件 的 差分 
格式 在 矩形 网 格 空间 的 棱 边 上 是 不 能 执行 的 ,可 采用 类 似 于 二 维 空间 中 对 角 点 
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的 处 理 方法 . 例如 ,考虑 棱 边 (0,0,A) (一 0,1,2,…，N., 其 中 N。 为 沿 z 轴 顶 边 
界面 处 的 网 格 编号 ) ,用 在 网 格 空间 中 心 到 点 (0,0,A) 的 径 向 射线 上 距 该 点 As 处 
的 外 行 波 场 值 灾 “计算 “(0,0,k), 有 
g (0,0,k) = fob (7.5.59) 
其 中 多 “是 对 以 点 (0,0,) 为 棱角 的 网 格 单元 的 8 个 角 点 上 第 n 一 1 时 间 步 的 场 
值 进行 线性 插值 的 结果 . 若 用 a 和 有 分 别 表 示 径 向 射线 与 x 轴 和 xz 轴 的 夹 角 , 则 
多 :一 (1 一 sinp)(1 — cospsina) (1 — cosBcosa)$"™! (0,0,k) 
+ (1— sing) (1 — cosBsina)cosBcosa$” (1,0,k) 
十 (1 一 sin8B)cospsina(1 — cosBcosa)$"™ (0,1,k) 
十 (1 一 sinB)cos?pBsinacosagr (1,1,k) 
+ sing(1 一 cosBsina) (1 一 cos8Bcosa)g (0,0,k++ 1) 
十 sin8(1 一 cospsina)cospcosag" "(1,0,k+ 1) 
+ singcosBsina(1 — cosBcosa)$" (0,1,k+ 1) 
十 sin8Bcos*pBsinacosag" '(1,1,k++1). (7. 5. 60) 
用 类 似 的 方法 也 可 导出 其 他 棱 边 上 的 差分 格式 . 


$ 7.6 Berenger 完全 匹配 层 


1994 年 ,Berenger 提出 了 完全 匹配 层 的 概念 . 与 解析 吸收 边界 条 件 完 全 不 
同 ,这 种 吸收 边界 条 件 利 用 非 物理 媒质 构成 计算 区 域 的 边界 ,并 具有 如 下 特性 ， 
平面 电磁 波 可 以 无 反射 地 射 人 其 中 ,并 在 内 部 按 指数 规律 衰减 . 完全 匹配 层 的 吸 
收效 率 比 解析 吸收 边界 条 件 高 出 几 个 数量 级 ,而且 能 很 方便 地 用 于 时 域 和 频 域 
的 不 同 算法 . 


7.6.1 平面 波 对 半空 间 媒 质 分 界面 入 射 的 无 反射 条 件 


首先 讨论 平面 电磁 波 对 半空 间 媒 质 分 
界面 的 入 射 问题 . 如 图 7-15 所 示 , Oyz 平 
面 将 三 维 空间 分 成 两 个 区 域 : 区 域 1(z 一 
0) 中 的 媒质 是 无 耗 的 ,用 e 和 jy, 描述 ,区 
域 2(z>0) 中 的 媒质 既 有 电 损耗 也 有 磁 损 
耗 ,用 es ,pw ,ac 和 cn。 描述 . 设 一 均匀 简 谐 平 
面 波 从 区 域 1 人 射 到 分 界面 上 ,入射 角 相 
对 于 工 轴 为 96, 人 射 波 为 TE 波 . 入射 磁场 
HH 在 频 域 可 表示 为 


入 射 波 H' Ew | 62 hz, 0 Om 


图 7-15 平面 波 对 半空 间 
媒质 分 界面 的 入 射 
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H' = ZHoe Sry ， (7.6.1) 
其 中 H, 为 常数 ,B, 和 Pi, 为 区 域 1 中 的 传播 常数 的 分 量 . 若 在 分 界面 zx 一 0 上 
存在 反射 ,磁场 的 反射 系数 为 尺 , 透 射 系数 为 T, 则 在 平面 z 一 0 两 侧 的 总 磁场 可 
分 别 表示 为 
H, = 2Ho(1++ Re sh )e'Mrth , (7.6.2) 
H, = ZH, Te ， (7.6.3) 
上 式 中 的 :和 ps, 为 区 域 2 中 的 传播 常数 Bp, 的 分 量 . 利用 麦克 斯 韦 旋 度 方程 
VXH= 一 iweE 十 aE 可 求 出 平面 z= 二 0 两 侧 的 总 电场 


E, = [- S By (1 十 Rezasr) + 76z (1 Re ) ] Hae 
wel wel 


(7.6.4) 
E, = |-t——B» + po = | (7.6.5) 
oa 一生) es(0 一 克 )| 
由 平面 波 传播 的 性 质 可 知 

Bi: 一 后 cosg， Bi, = ksing, (7. 6.6) 
B: 一 (1- a )( (1- 训 -六 (8 ， (7.6.7) 

其 中 0 工 二 0 上 的 连续 性 ,可 得 
B, = BP, = ksing, (7.6.8) 

Be ph 

R 守 eez(1 一 alioez) ， T=1+R. ee 


we pr pe 
一 般 情况 下 ,对 于 任意 人 射 角 9 有 R 关 0. 但 是 ,对 于 垂直 入 射 (9=0") 的 特殊 
情况 ,反射 系数 可 表示 为 
有 R 一 严 多， (7.6.10) 
姑 十 家 
其 中 nh 入 分 别 为 区 域 1 和 区 域 2 的 波 阻 抗 


ha fu or,/ivp) 
旬 a 因 sz(1 一 ojioe:)“ 7,6.11) 


如 果 区 域 1 和 区 域 2 中 的 媒质 参数 满足 


El 一 ce， Ha 一 pa (7.6.12) 
工 一 到 ， (7.6.13) 
El A 


则 由 式 (7. 6. 11) 得 
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Vi/ (7.6.14) 
从 而 有 尺 =0. 式 (7. 6.13) 称 为 匹配 条 件 .还 可 由 式 (7. 6.7) 得 
三 人 i 
Bp:= (1 这-) = hk + iom. (7.6.15) 
于 是 ,区 域 2 中 的 透射 波 可 表示 为 
E, =mHoe"’e™, H,= Hoesre rr, (7.6.16) 


由 此 可 以 看 出 ,在 满足 式 (7. 6. 12) 和 (7. 6. 13) 的 分 界面 上 ,垂直 人 射 的 均匀 
平面 波 可 以 无 反射 地 透 过 , 即 两 种 媒质 是 完全 匹配 的 . 此 外 ,区 域 2 中 的 透射 波 
按 指数 衰减 ,但 在 有 耗 媒质 中 的 传播 仍 是 无 色散 的 . 以 上 现象 已 被 应 用 于 时 域 有 
限 差分 法 ,但 这 种 吸收 边界 只 对 垂直 人 射 的 平面 波 才 有 足够 的 吸收 效果 . 为 此 ， 
需要 使 吸收 边界 远离 波源 ,而 这 将 大 大 扩展 计算 区 域 . 


7.6.2 ”Berenger 完全 匹配 层 


为 了 克服 实际 媒质 的 局 限 性 ,Berenger 采用 非 物 理 的 媒质 构成 匹配 层 , 以 
使 其 匹配 特性 与 频率 和 入 射 角 无 关 . 针对 如 图 7-15 所 示 的 情况 ,他 将 c 和 o,, 分 
别 分 裂 为 o,,o, 和 onsyony ,并 令 
H.= H+H,; (7.6.17) 
这 样 ,区 域 2 中 的 TE 波 满足 以 下 一 组 分 量 方程 , 即 


Py et ， (7.6.18) 
Es 5 Ht Hs) (7.6.19) 
四 Se + oH —— Sr, (7. 6. 20) 
页 2 各 > (7.6.21) 


分 析 表 明 , 这 是 一 种 具有 更 广泛 意义 的 方程 组 ,具有 以 下 特性 : 

(1) 如 果 6 二 oy 二 0,0m: 二 omy 一 0, 则 以 上 四 式 退 化 为 无 耗 媒质 中 TE 波 的 
方程 组 . 

(2) 如 果 6 二 6 二 Gyoms 二 omy 二 on, 则 以 上 四 式 退 化 为 有 耗 媒质 中 TE 波 的 
方程 组 . 

《3) 如 果 6 二 0, 二 gs0ms 二 ow, 二 Gm sei 二 8, ,pu 二 pv ,并 满足 式 (7. 6.13), 则 平 
面 zx 一 0 对 区 域 1 中 的 人 射 平 面 波 是 完全 匹配 的 . 

(4) 如 果 o, 二 ow, 二 0, 则 该 媒质 吸收 沿 zx 轴 传 播 的 具有 分 量 玉 , 和 互 , 的 平 
面 波 , 却 不 吸收 沿 y 轴 传 播 的 具有 分 量 EE, 和 妞 。 的 平面 波 . 与 此 对 应 的 是 o, 一 
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om: 一 0 的 情况 ,效果 正好 相反 . 这 一 特点 具有 特殊 意义 . 


对 于 简 谐 平面 波 , 由 方程 (7.6. 18) 一 (7. 6. 21) 很 容易 得 到 相应 的 频 域 形式 


i i ee 
iwe, (1 ee )E- Hrs + Hes), 


ses (1— EE-)E, = 2 (Hs + Has), 


各) 各 


om = 3E: 
EH = 于 


iwms 


(7. 6.22) 


(7. 6. 23) 


(7.6.24) 


(7.6.25) 


应 该 说 明 的 是 ,为 了 方便 ,对 频 域 和 时 域 中 所 对 应 的 场 量 使 用 相同 的 符号 ,但 其 


差异 是 显而易见 的 . 
引入 以 下 符号 


w= (1 一 过 -)， wm = (1— Ee), :=z,y, 


jwes jms 


方程 (7. 6. 22) 和 (7. 6. 23) 可 分 别 写 为 
erw, Es = Ho + Hes), 


iwesw,E,, = QH;, + Hs,), 


or 
由 此 得 到 
二 Br _~ 1 
iez ayE>- By w, By Hives Es» a 
将 方程 (7. 6. 24) 和 (7. 6.25) 代 入 以 上 两 式 , 即 有 
| Pe Ee 
% erp Hos 一 War OT W, OT 和? 
eap Hs, = 艺 en Ei Rs 
再 将 以 上 两 式 相 加 , 便 得 到 态 ,. 满 足 的 波动 方程 
1 9 19H,., 1 a 1 39H,. 
Wns OT W, OT To 3y w, Oy 十 we 有 
该 方程 的 解 为 


H,. = H, Te Vuem bert Vaywey Poy?) ， 
且 满 足 如 下 的 色散 关系 
(Bs) + (BY) 一 于， 
将 式 (7. 6. 32) 代 入 方程 (7. 6. 27) 和 (7. 6. 28) ,又 可 得 到 


(7. 


(7. 


(7. 


(7. 


〈7. 


(7. 


6. 


6. 


6. 


.6. 


6. 


.26) 


.27) 


28) 


29) 


30) 


31) 


32) 


.33) 
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E, =— H,T Be /weer /eee /St , (7. 6. 34) 
WesN wy, 

Be H,T8= [er ee Ve pt Sum Ba, (7. 6. 35) 
WesN Ww 


由 于 由 式 (7. 6. 2),(7. 6.4) 和 式 (7. 6. 32),(7. 6. 34),(7. 6. 35) 分 别 表示 的 区 域 
1 和 区 域 2 中 的 切 向 场 分 量 在 平面 z= 二 0 上 必须 满足 连续 性 条 件 , 因 此 有 
Ww, = wn =1, pB,= Pp, = ksing, (7.6. 36) 


生生 
1 R. (7.6.37) 
|B Bs , 有 fo 
wel a ba 


由 式 (7. 6. 26) 可 知 ,与 w, 一 ws, 二 1 等 效 的 条 件 是 o, 二 6 二 0. 从 而 ,如 果 满 足 
条 件 ei = 一 em 一 As 和 


至 = 2 (7.6. 38) 
€1 Ai 
则 有 ,一 zwor, 由 式 (7. 6.6),(7.6.33) 和 (7. 6.36) 可 知 ,B,, 二 B,. 
将 这 些 结果 代入 式 (7. 6. 37) 可 以 看 出 ,在 上 述 条 件 下 ,对 任意 频率 和 任意 入 
射 角 都 有 尺 =0. 区 域 2 中 的 场 为 


Ha, = Hae rs, = Hye hthyn e-news, (7.6.39) 
E,, =— Homsingeh hn -non, C7. 6. 40) 
E,, = Hom cosbe "th e oo。 (7. 6. 41) 


由 此 可 知 , 波 在 Berenger 媒质 层 内 是 以 与 人 射 波 相同 的 方向 和 速度 传播 
的 , 且 在 与 分 界面 垂直 的 方向 上 呈 指 数 衰减 ,衰减 系数 与 频率 无 关 . 与 前 一 小 节 
中 所 描述 的 传统 的 媒质 中 的 情况 不 同 ,这 一 性 质 适 用 于 任意 人 射 角 . 因此 ,将 满 
足 上 述 条 件 的 Berenger 媒质 称 为 Berenger 完全 匹配 层 . 

如 果 分 界面 垂直 于 y 轴 , 则 对 于 向 平面 y=0 人 射 的 TE 平面 波 有 完全 类 似 
的 结果 . 

总 体 看 来 ,如 果 用 (cs ,0 ,0, ,0, ) 表 示 Berenger 媒质 的 损耗 参数 , 则 对 从 无 
耗 区 域 中 人 射 的 TE 波 而 言 ,在 介 电 常 数 和 磁 导 率 满足 上 述 要 求 的 前 提 下 ,与 z 
轴 有 垂直 分 界面 的 完全 匹配 层 的 损耗 参数 为 (c. ,cnc,0,0); 而 与 y 轴 有 垂直 分 
界面 的 完全 匹配 媒质 的 损耗 参数 为 (0， 0,ay ,ouv) ,其 中 oonsoy 和 om 均 满 足 式 
二 四 在。 935 

根据 以 上 分 析 , 构 造 一 种 由 完全 匹配 层 构成 的 TE 波 的 吸收 边界 ,如 图 
7-16 所 示 . 角 点 处 重 肆 区 域 的 媒质 参数 与 相 邻 媒质 的 参数 相同 ,也 是 完全 匹配 
的 . 为 此 ,需要 证 明 两 个 完全 匹配 层 之 间 的 匹配 问题 . 
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(Oe Ow oan Oams) (0,0, O02 aam 区 域 3 
Bi 
于 二 Tao Tym Oa aam) 
T 】 
4 


外 行 波 


区 域 2 
,Oi 0.0 
(hs Orme 0, 0) +| 人 


» 


1 (zs, Om Our Onn) 


上 
如“ 二 en (0,0, ou, om 


图 7-16 由 完全 匹配 层 构成 的 TE 波 的 吸收 边界 


图 7-16 中 右上 角 的 重奏 区 域 称 为 区 域 3. 并 以 其 为 例 ,这 个 问题 的 特点 
是 ; 将 透 和 与 工 轴 有 垂直 分 界面 的 完全 匹配 层 的 波 作为 与 y 轴 有 垂直 分 界面 
的 完全 匹配 层 的 和 人 射 波 . 为 方便 起 见 , 设 区 域 3 与 区 域 2 的 分 界面 为 平面 
2 一 0. 人 射 波 的 磁场 由 式 (7. 6. 39) 表 示 , 若 反射 系数 仍 用 R 表示 , 则 区 域 2 中 
总 磁场 为 
H, = ZH, (1 十 Re py )e' werth (7.6.42) 
总 电场 可 由 方程 (7. 6. 27) 和 (7. 6. 28) 求 出 , 即 


E, = [- 3 Bu (1— Re ) +9 Ee (1 + Re ») |] er ， 
CE2 


(7.6.43) 

区 域 3 中 的 场 也 满足 类 似 于 方程 (7. 6. 32) 一 (7. 6. 35) 的 一 组 分 量 方程 
Hs = H, Te Veh, (7. 6.44) 
到 -三 三 总 Tu ny ew prt Vhs ， (7.6.45) 

COE3 wy 
Es, = H,T Be emt /ove (7. 6. 46) 
weEs 
以 及 如 下 的 色散 关系 

民 十 民 一 已 . (7.6.47) 


根据 平面 y=0 两 侧切 向 场 分 量 的 连续 性 ,可 以 导出 
| top: = ws:» (7. 6. 48) 
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和 到 Se 
R= weNw,, To-14R. (7..6. 49) 


2: 3 Wn, 
如 果 6 二 es , 则 平面 y=0 两 侧 的 ww, 相等 , 且 tw, =ww。, ,于 是 有 
BR,=RB,, R=0. (7.6.50) 

这 一 结论 对 在 平面 y=0 上 的 任意 人 射 角 8 一 90* 一 9 (其 中 0 为 垂直 于 x 轴 入 射 
到 区 域 2 的 平面 波 的 人 射 角 ) 和 任意 频率 都 成 立 . 上 式 中 R=0 的 条 件 在 区 域 3 
的 媒质 参数 设置 中 已 经 得 到 满足 . w, 的 连续 性 要 求 平 面 y 一 0 两 侧 的 a 相等 ， 
而 a 和 ws. 满足 的 匹配 条 件 则 要 求 该 平面 两 侧 的 cv- 也 相等 . 由 于 区 域 3 中 的 损 
耗 参 数 满足 匹配 条 件 , 从 而 有 一 zw 

上 述 分 析 方 法 完全 适用 于 TM 波 的 情况 ,所 不 同 的 是 这 时 需要 分 裂 已， 
即 令 


E.= E+E,, (7.6.51) 
这 样 ,区 域 2 中 的 TM 波 所 满足 的 一 组 分 量 方程 为 
两 Ee Hy =- 癌 (Er- + Eo,), (7.6. 52) 
+awH,, = 坊 (E +E,,), (7.6.53) 
ez 十 oxE;。 一 区 (7.6.54) 
2 taE, 一 各 (7. 6. 55) 


与 方程 (7. 6. 18) 一 (7.6.21) 对 比 ,发 现 二 者 有 完全 的 对 应 关系 ,而 且 匹 配 条 件 也 
完全 相同 , 于 是 ,对 TE 波 设置 的 吸收 边界 条 件 对 TM 波 也 同样 有 效 ， 

推广 到 三 维 空间 ,所 有 场 分 量 都 需要 分 裂 . 麦克 斯 韦 旋 度 方程 的 分 量 式 可 
写 为 


(s+)E, = 六 (Hs 二 Hs) (7.6.56) 
(ste)E. = 一 二 CH + H,), (7.6.57) 
(eB te)e, = RH, +H:), (7. 6.58) 
(GE = 一 且 CH 二)， (7.6.59) 
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eto)Es =H +H,), (7..6. 60) 
eto,)E, = 一 上 (Ho 十 甩 -)， (7.6.61) 
(22 to )H, 一 六 (Es +E,)， (7.6.62) 
p2 tam )H. 一 学 (Be 十 已 )， (7. 6. 63) 
p+om )H, = 一 达 (E。 +E.), (7. 6. 64) 
ptow)H, = RE, +E,), (7.6.65) 
nD to )H =- 急 (E, 十 已。)， (7.6.66) 
na to )H, = EA +E.). (7.6.67) 


三 维 空间 中 完全 匹配 层 的 匹配 条 件 与 二 维 空间 中 的 类 似 . 分 界面 垂直 于 
5G= 一 zyz) 轴 的 完全 匹配 层 的 损耗 参数 (co, ,oo, ) 满 足 匹配 条 件 , 其 他 参数 均 为 
堆 . 透 和 人 到 完全 匹配 层 内 的 波 沿 * 轴 的 正 、 负 方向 呈 指 数 衰减 . 在 角 点 处 重 邯 区 
域内 ,完全 匹配 层 的 参数 设置 也 与 二 维 情况 类 似 . 


7.6.3 Berenger 完全 匹配 层 在 时 域 有 限 差分 法 中 的 应 用 


由 于 Berenger 完全 匹配 层 比 Engquist-Majda 吸收 边界 条 件 具 有 更 好 的 吸 
疏 性 能 ,因此 很 快 就 在 时 域 有 限 差 分 法 中 得 到 广泛 的 应 用 . 在 直角 坐标 系 中 ,最 
直接 ,最 简单 的 应 用 是 如 图 7-16 所 示 的 二 维 问题 ,其 中 除 在 完全 匹配 层 内 存在 
散射 体 或 辐射 体外 ,与 完全 匹配 层 最 外 层 接触 的 区 域 均 可 设 为 自由 空间 . 这 些 区 
域 中 的 计算 将 执行 传统 的 时 域 有 限 差 分 格式 ,而 在 完全 匹配 层 中 需 采 用 由 方程 
《7.6.18) 一 (7.6.21) 或 (7.6.52) 一 (7.6.55) 导 出 的 差分 格式 . 为 此 , 仍 采 用 Yee 
氏 网 格 单元 ,将 分 裂 的 H. 或 E. 仍 置 于 原来 的 位 置 . 另外 ,由 于 电磁 波 在 完全 匹 
配 层 中 衰减 得 很 快 ,用 通常 方法 推导 差分 格式 可 能 引起 较 大 误差 ,甚至 导致 数值 
不 稳定 ,故常 采用 指数 差分 格式 . 具体 处 理 方法 请 参看 有 关 文献 . 

在 三 维 问题 中 ,有 6 个 场 分 量 被 分 裂 ,但 仍 可 将 分 裂 的 场 量 分 别 重 伙 在 Yee 
氏 网 格 单元 中 的 原 有 位 置 . 然后 ,利用 这 种 网 格 设置 ,可 以 建立 被 分 裂 的 12 个 场 
分 量 的 差分 格式 . 

为 了 保证 良好 的 吸收 效果 ,需要 设置 足够 厚 的 完全 匹配 层 ( 即 所 占 的 网 格 层 
数 足够 多 ). 由 于 完全 匹配 层 被 设置 在 网 格 空间 的 外 层 ,其 厚度 的 增加 使 计算 机 
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的 存储 空间 和 占用 的 CPU 时 间 明 显 增加 . 另 一 个 需要 考虑 的 是 电导 率 的 分 布 ， 
令 其 为 常数 会 产生 较 强 的 界面 反射 , 故 一 般 选择 令 其 为 线性 分 布 或 几何 递增 分 
布 的 函数 . 由 于 达到 完全 匹配 层 外 部 的 人 射 波 已 经 很 弱 ,一 般 都 把 最 外 层 设置 成 
理想 导体 . 


$7.7 各 向 异性 完全 匹配 层 


Berenger 完全 匹配 层 对 改善 吸收 边界 条 件 起 到 非常 重要 的 作用 ,但 由 于 需 
对 场 分 量 进行 分 裂 , 不 能 应 用 于 一 般 形 式 的 麦克 斯 韦 旋 度 方程 ,使 其 应 用 受到 了 
一 定 限制 . Gedney 完全 匹配 层 的 提出 开启 了 这 一 方面 的 深入 研究 ,并 取得 了 一 
系列 成 果 . 研究 发 现 , 场 分 量 分 裂 并 不 是 必须 的 . 只 要 完全 匹配 层 的 媒质 是 各 向 
异性 的 ,就 可 具有 相同 的 性 质 , 其 中 传播 的 电磁 波 也 满足 非 场 分 量 分 裂 的 麦克 斯 
韦 旋 度 方程 . 
7.7.1 Gedney 完全 匹配 层 


假定 垂直 于 = 轴 的 平面 一 0 将 空间 分 成 两 个 区 域 : 区 域 1 中 的 媒质 是 各 
向 同性 的 ,用 es 和 j 描述 ;区 域 2 中 的 媒质 是 单 轴 各 向 异性 的 ,用 张 量 5, 和 尼 , 
描述 ;区 域 2 中 的 媒质 对 = 轴 是 旋转 对 称 的 ( 即 ew 一 se ,yp 二. ) ,可 表示 为 


an 0 c 0 0 
Bs=el0 a 0 lh c< 0|， (7.7.1) 
LO 0 2 0 0 4d. 


其 中 apcvd 为 常数 . 设 人 射 波 为 简 谐 平面 波 , 则 区 域 2 中 的 场 满足 麦克 斯 韦 旋 
度 方程 


VXE=iwvis.H, VxXH=-iwe::E. (7.7.2) 
任意 极 化 方向 的 人 射 波 在 区 域 1 中 可 表示 为 
H' = eseirrrae ， (7.7.3) 


其 中 责 。 为 常数 ,B, 和 BB. 为 传播 常数 B 的 分 量 ,其 在 区 域 2 中 激发 的 也 是 平 
面 波 . 令 其 传输 常数 为 太 , 则 由 方程 (7. 7. 2) 可 得 到 区 域 2 中 的 场所 满足 的 
方程 


BXE=wi,*:H, pxXH=— we,.E, (7.7.4) 
其 中 及 一 访 二 十 BE ,从 而 导出 磁场 满足 的 波动 方程 
B. XE (及 XH)+w i, H= 0. Ch 


将 上 式 展开 ,并 写成 下 述 矩 阵 形式 
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二 


kic—pB./a 0 BB /a 让 
0 BB/a—pR/b 0 IH,|= 中 (7.7.6) 
BsBae /a 0 Rd—pR./al LH Lb 


其 中 如 二 wespo. 用 类 似 的 方法 ,也 可 得 到 电场 满足 的 方程 . 
区 域 2 中 单 轴 媒 质 的 色散 关系 可 由 方程 (7.7. 6) 左 侧 矩 阵 的 行列 式 导 出 . 通 
过 求解 ,还 可 得 到 4 个 特征 解 ,从 中 可 分 离 出 相对 于 y 轴 的 向 前 和 向 后 的 TE， 
波 (E,==0) 和 TM, 波 ( 互 ,=0) ,并 分 别 满足 以 下 色散 关系 , 即 
虹 一 大 /mm 一 用 /ic 一 0， (7.7.7) 
一 故 /a 一 帮 /ad = 0. (7.7.8) 
假设 区 域 1 中 的 TE, 波 和 人 射 到 分 界面 z= 二 0 上 , 则 区 域 1 中 的 总 场 为 人 射 
场 与 反射 场 的 人 加 . 用 尺 表示 平面 >=0 上 的 磁场 反射 系数 , 则 有 
H, = ?Ho(1 十 Rezae )epeerarn ， (7.7.9) 


E, = [3 人 QtRew) 十? (1 — Re) |Hoese te, (7.7.10) 


由 于 透 入 到 区 域 2 中 的 波 仍 为 TE, 波 , 传 输 特性 满足 式 (7. 7. 7), 故 磁场 可 表 
示 为 


H, 一 了 HoTe Ac ， (C7975115 
其 中 了 为 磁场 透射 系数 . 电场 可 由 方程 (7. 7. 4) 中 的 第 二 式 求 出 , 即 
E, =— le .BXH) = (Eh :A 号) mn Terasrraa ， 
(ty 


根据 平面 > 一 0 两 侧切 向 场 分 量 的 连续 性 条 件 ,可 得 到 
一 和 je 


et = BB,. (7.7.14) 


PB T=1+R, (7.7.13) 


将 上 式 代入 式 (7.7.7), 即 可 解 出 


Ba: =Vack? — (a/bR. (7.7.15) 
如 果 满足 条 件 e =e@ ,p 二 ps,c=a 和 a 二 1/6, 则 有 
k=k, B=Vak —apB, =aVe PB.=aB.. (7.7.16) 
将 式 (7.7.16) 代 入 式 (7.7.13) 可 知 ,在 上 述 条 件 下 对 任意 B.. 都 有 =0. 也 就 
是 说 ,对 所 有 的 人 射 角 而 言 ,平面 ===0 都 是 无 反射 的 . 
类 似 地 ,对 于 TM, 波 , 所 得 的 电场 反射 系数 是 式 (7. 7. 13) 的 对 偶 ,只 需要 式 
(7.7.13) 一 (7.7.16) 中 将 a 和 c 互 换 ,并 将 0 换 成 4d. 如 果 c 一 ad 一 1/a, 则 分 界 
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面 也 是 无 反射 的 . 
综合 考虑 TE, 波 和 TM, 波 ,满足 无 反射 条 件 的 完全 匹配 层 的 媒质 参数 5， 


入; 为 如 下 形式 的 并 矢 


二 0 
Es =e§, =ms, $=|0 s 0|, (7.7.17) 
和 


其 中 5. 为 常数 . 这 种 媒质 的 无 反射 特性 与 人 射 波 的 角度 、 极 化 方向 和 频率 无 关 . 
由 式 (7.7.7) 和 (7.7.8) 还 可 以 发 现 ,TE, 波 和 TM, 波 的 特性 波 阻抗 是 一 样 的 . 
人 们 将 这 类 媒质 称 为 单 轴 完 全 匹配 层 (uniaxial perfectly matched layer, 简称 
UPML) ,以 表征 其 具有 单 轴 各 向 异性 且 完 全 匹配 的 特性 ， 

与 Berenger 完全 匹配 层 类 似 , 对 区 域 2 中 任意 的 w, , 单 轴 完 全 匹配 层 都 具 
有 无 反射 特性 . 例如 , 令 


5 =] 一 =]1+i 于 ， (7.7.18) 
iwel wel 
由 式 (7.7. 16) 得 
一 ia 
及. = (Iti )e., (7.7.19) 


由 上 式 和 式 (7.7.14) 可 以 看 出 ,人 射 波 和 透射 波 的 相 速度 对 任何 人 射 角 都 是 相 
同 的 ,区 域 1 和 区 域 2 中 的 特性 波 阻 抗 也 是 相同 的 . 这 正 说 明 分 界面 == 0 两 侧 
的 媒质 是 匹配 的 . 
将 式 (7.7. 14) 和 (7. 7. 19) 代 和 人 式 (7.7. 11) 和 (7. 7. 12), 可 得 到 单 轴 完 全 匹 
配 层 中 的 TE, 波 , 即 
H, = 9Hoe bh e mn, (7.7. 20) 
E, = (~ zw. sing + Yi cos0) Hoe he hs em ee , (£7.221) 
其 中 0 表示 相对 于 = 轴 的 人 射 角 , 力 一 Vj/ei. 由 此 可 见 ,透射 到 单 轴 完全 匹配 
层 中 的 波 以 与 人 射 波 相同 的 相 速度 传播 时 , 沿 垂直 于 分 界面 的 方向 按 指数 规律 
衰减 , 且 衰减 常数 与 频率 无 关 , 但 依赖 于 0 和 单 轴 完全 匹配 层 的 电导 率 o,. 


7.7.2 Gedney 完全 匹配 层 的 时 域 有 限 差 分 格式 


由 于 不 必 对 场 量 进行 分 裂 处 理 ,Gedney 完全 匹配 层 的 时 域 有 限 差分 格式 变 
得 更 加 简单 . 本 小 节 只 推导 前 一 小 节 所 描述 的 分 界面 与 z 轴 甜 直 的 单 轴 各 向 异 
性 完全 匹配 层 中 的 计算 格式 , 故 可 去 掉 表 示 不 同 区 域 的 下 角 标 . 若 媒质 参数 采用 
式 (7.7.17) 和 (7.7.18), 则 方程 (7. 7. 2) 的 分 量 式 可 分 别 表示 为 
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[ag。_ az |- 要 0 9 
By oz [和 
aE aE ly 0 ee 0 

| 三 ， (7.7.22 
az Dr ‘| bi 后 We 
aE,_ aE. | 0 | 
or By | 
aH。_ 3H， 1 0 | 

az 而 

dy az 四 Re 
红 :- 强 。 =—ivel 0 liwe 0 |lg,|.c7.7.23) 
eH,_ oH 0 0 人 
az 6y | | 


方程 (7,7. 22) 和 (7.7. 23) 中 的 前 两 个 分 量 式 很 容易 转换 到 时 域 ,可 将 其 表示 成 
传统 的 时 域 有 限 差 分 格式 . 然而 ,第 三 个 分 量 式 不 能 直接 转换 , 故 不 能 按 一 般 的 
方法 导出 其 对 应 的 差分 格式 , 需 增加 一 个 中 间 步 又 . 

这 里 , 仍 采用 Yee 氏 网 格 . 为 使 其 中 网 格 参数 的 设置 更 符合 一 般 规律 ,引入 
等 效 磁 阻 率 cs, 并 令 其 满足 


守 = 生 . (7.7.24) 
pp € 
于 是 ,方程 (7.7. 22) 可 改写 为 

Soe 

0 1 

aE: _aE.|_. 0 1 一 Se 0 

az az | 一 人 iwp | H, |. (7.7.25) 

BE,_ 9E: 0 0 工 一 | -下 

ar ay 1 一 经 


为 了 导出 方程 (7. 7. 25) 中 第 三 个 分 量 式 的 差分 格式 , 先 计算 一 个 中 间 量 
五 .. 令 


五 = H., (7.7.26) 
k 
jw 
于 是 有 
EE,_ 9E: - iH, pa: (7.7.27) 


aor ay 二 
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aH:.__,# 
二 iw 互 ., 下 同 . 


这 里 所 用 频 域 量 互 . 暗含 对 时 间 的 依赖 关系 为 e 六 
采用 中 心 差分 近似 ,由 上 式 得 到 巨 . 的 差分 格式 
et 


一 环 二 (十 去 + 南国 


eh to ed a 
4 Arz 


a i 
E(taitlk) E(t)|, 07.7.28) 
Ay | 
其 中 Az 和 Ay 分 别 为 沿 z 和 y 轴 的 空间 步 长 ,At 为 时 间 步 长 . 由 式 (7.7, 26) 得 
iaH. 一 全 机 = iwH.,. (7.7.29) 
与 其 对 应 的 时 域 形式 为 
aH, ou 六 _ 9H., 
下 全 生生 (7.7.30) 


由 此 可 通过 互 . 得 到 于. 的 差分 格式 , 即 
Hi = 下 二 十 (1+ Ht - (1 at. (7.7.31) 
于 是 ,通过 如 方程 (7.7. 28) 和 (7.7. 31) 所 示 的 两 个 步骤 即 可 完成 H, 的 计算 . 


类 似 地 ,可 以 导出 方程 (7.7. 23) 中 第 三 个 分 量 式 的 时 域 有 限 差 分 格 
式 . 令 


互 = 一 二 2.-， (7.7.32) 
Lie 
于 是 有 
aH,_aH; .= 3E. 
3 ioeE. = er (7.7.33) 
从 而 得 到 EE. 的 差分 格式 
i LN 1 
二 ijn 十 豆 )= 瑟 (injwk 二 去) 
By 1 CE 1 
a (it ik z) HY (€ 到 二 a) 
E Ar 
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(7 十 于, 十 语 ) HT (ij | (7.7. 34) 


Ay 

由 式 (7.7. 32) 得 

iwE, — SE, 一 ioE。， (7.7.35) 
与 其 对 应 的 时 域 形式 为 

aE, ,ov.s _ aE. 

3 +eE So (7.7.36) 
由 此 可 通过 EE, 得 到 EE, 的 时 域 有 限 差分 格式 

Er =E+l(! + )E" -( - 侍 )E:. (7.7.37) 


于 是 ,通过 如 方程 (7.7. 34) 和 (7. 7. 37) 所 示 的 两 个 步骤 即 可 完成 E, 的 计算 . 

对 于 分 界面 垂直 于 工 轴 和 > 轴 的 情况 ,可 采用 完全 类 似 的 方法 导出 相应 的 
时 域 有 限 差 分 格式 . 

当 用 各 向 异性 完全 匹配 层 构 成 外 层 吸收 边界 时 ,在 棱 边 、 角 点 处 会 出 现 重奏 
区 域 . 对 于 重合 区 域 的 媒质 ,可 设 


l/s 0 0]f 0 0]fs, 0 0 
§=|0 ;s, 中 1/s, 中 s :| 
(eM 
Sse/ss 0 0 
= | 0 Befs, 0 | (7.7.38) 
0 0 $$,/se 
其 中 
5 一 1 下， =1 一 2， 二 1 一 此 ， (7.7.39) 
lwe lwée lwe 
在 重 全 区域 中 所 满足 的 麦克 斯 韦 旋 度 方程 可 表示 为 
VXE=iws .H, VXH=—iwes .E, (7.7.40) 


其 时 域 有 限 差分 格式 可 以 按照 前 面 的 方法 类 似 地 导出 . 对 于 不 同 交 春 区 域 的 媒 
质 描述 ,可 通过 选择 式 (7.7. 39) 中 的 o,,o, 和 ve。 来 实现 . 


$7.8 高 阶 时 域 有 限 差 分 法 


经 典 的 Yee 氏 时 域 有 限 差分 法 在 对 时 间 变 量 和 空间 变量 微 商 的 差分 近似 
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时 都 采用 了 具有 二 阶 精度 的 中 心 差分 . 为 叙述 简单 起 见 , 我 们 把 这 种 方法 记 做 
FDTD(2,2). 虽 然 FDTD(2,2) 在 很 多 领域 得 到 了 广泛 的 应 用 ,但 由 于 存在 数值 
色散 ,限制 了 它 在 大 尺度 问题 中 的 应 用 . 为 了 保证 一 定 的 计算 精度 ,数值 色散 误 
差 的 存在 要 求 网 格 空间 步 长 要 足够 小 ,一 般 要 求 不 大 于 波长 的 十 分 之 一 . 此 外 ， 
稳定 条 件 的 限制 同时 也 就 规定 了 可 以 选取 的 最 大 时 间 步 长 .为 了 增加 空间 步 长 
又 不 降低 计算 精度 ,就 必须 减 小 数值 色散 误差 . 达到 此 目的 的 一 个 最 直接 的 途径 
是 提高 差分 近似 的 精度 ,这 就 产生 了 高 阶 时 域 有 限 差 分 法 . 

人 们 对 高 阶 时 域 有 限 差 分 法 已 开展 了 多 方面 的 研究 ,对 各 阶 精度 差分 近似 
的 搭配 进行 了 比较 . 结果 发 现 , 当时 间 上 取 二 阶 精 度 、 空 间 上 取 四 阶 精度 时 ， 
FDTD(2,4) 相 对 比较 优越 . 下 面 仅 对 这 一 形式 作 简 要 介绍 . 


7.8.1 高 阶 时 域 有 限 差分 法 的 差分 形式 


在 87.1 中 ,我 们 已 导出 了 如 式 (7. 1.5) 所 表示 的 函数 f(z) 的 具有 二 阶 
精度 的 中 心 差分 近似 . 在 直角 坐标 系 的 均匀 网 格 空间 中 ,我 们 可 以 给 出 函数 
zyy) 分 别 对 工 和 y》 的 二 阶 中 心 差 分 D:-fCz,y) 和 D:,jCz,y), 按 以 前 的 离散 
表示 方法 有 


Df GD = 去 [f(i+ 寺 jj)- /(i 一 喜 ， 7)] (7.8.1) 


DeyG 困 = 十 [人 (人 到)-7( 一 到] ， 0.8.2) 


其 中 Az 和 Ay 为 沿 z 和 y 方向 的 空间 步 长 . 
如 果 我 们 把 f(z) 的 泰勒 (Taylor) 展 开 精 确 到 四 阶 , 就 可 得 到 具有 四 级 精度 

的 中 心 差分 近似 . 由 于 
f(z 十 47)— f(z)+( 寺 Az) 怒 f(z 十 站 (二 去 4x) 


f(z 3A7)=/f(z)+ (二 3 Az)2f Cn) + 1 仁 Zaz) 


1/,3 . 
二 仕 和 sz) 交 f(z) + (+ Az) 十” 
(7.8.4) 
由 上 两 式 ,分 别 得 到 


皮 变 电磁 场 一 一 理论 和 计算 
s 
sf(z) + OC(Az’), 


7(z+ 坦 Ar) 一 7(z #4:) Ar 总 1(z) 十 而 Az 
(7.8.5) 
7(z 十 二 ar) 一 f(z—3Az)= 3Ar Rf Cz) HAr BO f(z) 十 OCAz)， 
(7. 8.6) 
因此 又 有 
六 f(z Sar)—/(z+3ar)+27f(z+ 直 Ar) 277( 一 去 az] 
ar 24Az 
+OCAz'), 《7.8.7) 
这 是 一 种 具有 四 阶 近似 的 中 心 差分 形式 . 据 此 ,我 们 可 以 定义 二 元 函数 f(x,y) 
的 四 阶 中 心 差分 D,, 和 DD,, 的 离散 表示 
DG = Df lis) + 5 [ar(i+ )-37(i- 二) 
一 (+ 羡 ， j)+/(i— 各, 站 (7.8.8) 
[w+ 
(7.8.9) 


可 
| 


Ds,f 7) + ga 3f ij 十 二 


) 


Df Oi) 
dit) )] 
把 以 上 定义 运用 到 二 维 电 磁场 问题 中 , 即 可 得 到 一 种 二 维 FDTD(2,4) ,其 
中 对 时 间 变 量 仍 保持 二 阶 中 心 差分 . 例如 ,对 TM。 问题 ,可 将 其 方程 
aH: __ oFE. 
ra By’ 
aH, _ 3E。 
at ar’ 
caE- -~ ad at 
Bt or 9y 
变换 为 相应 的 FDTD(2,4) 差 分 格式 
Ht 二 (7 十 5 )= Hr (ij 十 写 ) ND,E: (inj+ 3 下 )， (7.8.10) 
Hr (it)= Hr ( 计 去 ， + 人 DE:(i+ 主 ， 7), (7.8.11) 
HY ~ SD,HTI,), 
(7. 8. 12) 


4 y 


Fett = E:(i,)) + HD 
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对 三 维 问题 ,也 可 采用 类 似 的 办 法 得 到 相应 的 差分 格式 . 
7.8.2 稳定 性 和 色散 特性 分 析 


为 了 说 明 高 阶 时 域 有 限 差 分 法 的 确 能 减 小 数值 色散 误差 ,需要 对 其 稳定 性 
和 色散 特性 进行 定量 分 析 . 为 了 得 到 稳定 的 条 件 ,仍然 可 以 利用 式 (7. 2. 11) 所 示 
的 增长 因子 9, 其 中 下 表示 任 一 场 分 量 的 频谱 分 量 ,它们 可 由 式 (7.8.10) 一 
(7. 8. 12) 的 傅 里 叶 变 换 求 得 ,由 此 可 知 ”” 


4 ad [ (到 ) + (Ey ] + /[ (到 ) + (到)], 


(7.8.13) 
其 中 
M. = 去 [27sin( 雪 kAz) 一 sin( Zk.Az) ] 
M, = 击 [27sin( 云 bay) 一 sin( 羡 easy)] (7. 8.14) 


而 二 kcosask, 二 ksina,v 三 1/Vej,k 二 w Vey.a 为 波 的 传播 方向 与 zz 轴 之 间 的 
夹 角 . 

为 了 保证 计算 的 稳定 ,增长 因子 必须 满足 条 件 |q| 志 1. 据 此 ,可 由 式 (7. 8. 13) 
得 到 FDTD(2,4) 的 稳定 性 条 件 为 


vA ( 笃 ) + (总 ) 去 1， (7.8.15) 
采用 与 以 前 类 似 的 方法 ,可 以 得 到 FDTD(2,4) 的 色散 方程 
sin( 寺 woAt)= As ( 准 ) + (如 ) (7. 8. 16) 
或 更 直观 地 表示 为 


[ 翅 sn (#2)] = 志 [ 呈 sn( 寺 az)- 直 sin( 呈 az)] 


十 十 [ 8sin( 志 心 Ay) 一 去 sin(3 &as)] ， (7.8.17) 
以 上 结果 不 难 推广 到 三 维 的 情况 . 

7-17(a) 和 (b) 分 别 给 出 了 在 不 同 空 间 步 长 时 根据 以 上 公式 计算 的 
FDTD(2,4) 的 色散 特性 与 FDTD(2,2) 的 比较 ,可 以 明显 地 看 出 FDTD(2,4) 的 
优越 性 . 


250 


胰 变 电磁 场 一 一 理论 和 计算 


一 FDTDQ22)8=25 
--- FDTD(2.4)6= 15 


0 0 0 
传播 角度 /(*) 
(a) Ar=Ay=6=N/5 


20 一 rr 


一 FDTD (22)6= N10 
-~~ FDTD (2.4)0= 410 


相 速 误差 /(%) 


0 50 60 
传播 角度 /(?) 
(b) Ar=Ay=6=2/10 


图 7-17 FDTD(2,4) 与 FDTD(2,2) 数 值 色散 特性 的 比较 


以 上 仅 是 FDTD(2,4) 的 最 基本 的 形式 和 具有 的 特性 . 为 了 进一步 提高 这 一 
方法 的 效能 ,已 经 提出 了 很 多 改进 措施 . 其 中 有 一 项 措施 是 在 差分 格式 中 引入 权 


重 系数 ， 


使 之 介 于 FDTD(2,2) 和 FDTD(2,4) 之 间 , 权 重 系 数 的 选择 由 优化 数值 


色散 特性 来 决定 .新 的 研究 已 经 把 高 阶 时 域 有 限 差分 法 与 PML 相 结 合 , 黄 至 建 


立 在 非 了 


E 交 网 格 体系 中 . 


$7.9 ADI-FDTD 法 


到 现在 为 止 ,以 前 所 讨论 的 时 域 有 限 差分 法 都 是 显 式 法 , 它 的 最 大 特点 是 只 
有 其 时 间 步 长 满足 Courant 条 件 时 计算 才 是 稳定 的 . 该 稳定 条 件 不 仅 限制 了 可 
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选取 的 最 大 时 间 步 长 ,而 且 时 间 步 长 还 和 计算 域内 所 选取 的 最 小 空间 步 长 相关 . 
空间 步 长 越 小 ,时 间 步 长 也 要 相应 地 减 小 . 这 一 限制 大 大 影响 了 计算 效率 . 隐 式 
时 域 差分 法 是 无 条 件 稳定 的 ,时 间 步 长 也 可 取得 更 长 ,但 在 计算 的 每 一 时 间 步 时 
都 要 解 代数 方程 , 故 也 不 能 提高 计算 效率 . 

在 求解 热传导 问题 中 ,人 们 早已 发 展 了 一 种 交替 方向 隐 式 法 (Alternating 
Direction Implicit Method) ,简称 ADI. 其 基本 做 法 是 : 在 求解 偏 微分 方程 时 , 先 
选取 一 个 变量 方向 按 隐 式 差分 格式 处 理 , 而 余下 的 变量 方向 按 显 式 差分 格式 处 
理 , 然 后 交换 隐 式 和 显 式 差分 格 处 理 的 变量 方向 . 对 于 每 一 步 而 言 , 计 算 仍 是 条 
件 稳定 的 ,但 复合 的 结果 使 整个 计算 成 为 无 条 件 稳定 的 . 

1999 年 ,T. Namiki 给 出 了 一 种 利用 ADI 原理 求解 麦克 斯 韦 方程 的 时 域 有 
限 差分 格式 , 称 之 为 ADI-FDTD 法 , 它 被 证 明 是 无 条 件 稳定 的 . 这 一 方法 的 提 
出 ,很 快 引起 了 人 们 广泛 研究 的 兴趣 ,目前 已 经 取得 了 很 多 成 果 . 下 面 对 ADI- 
FDTD 法 的 基本 原理 作 简要 介绍 . 


7.9.1 ADI-FDTD 法 的 基本 格式 


为 了 书写 简便 ,以 下 仅 以 TE. 波 问题 为 例 说 明 利 用 ADLFDTD 法 建立 差 
分 格式 的 基本 步骤 . TE, 波 的 麦克 斯 韦 方程 在 直角 坐标 中 具有 如 下 的 形式 


BE， oaH. 
5 (7.9.1) 
aE, __ 3H. 
a (7.9.2) 
aH. _ aE, aE， 
a (7.9.3) 


差分 格式 的 建立 仍 在 Yee 氏 网 格 中 进行 . 与 传统 的 方法 不 同 的 是 ,把 ”到 
nn 十 1 时 间 步 分 为 两 个 子 时 间 步 进行 ,第 一 个 子 时 间 步 为 n 到 nn 十 1/2, 第 二 个 子 
时 间 步 为 x 十 1/2 到 十 1. 在 第 一 个 子 时 间 步 建立 差分 格式 时 ,方程 (7. 9. 1) 为 
显 式 , 而 方程 (7. 9.2) 和 (7. 9. 3) 为 隐 式 , 仍 采用 中 心 差分 近似 ,其 形式 为 


2 人 (下 = 马 (+ 二 本 
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方程 (7.9. 5) 的 特点 是 ,右边 的 H: 与 左边 的 EE, 取 相 同时 间 的 值 ;方程 (7. 9. 6) 
的 特点 则 是 右边 E, 与 左边 五 。 取 相 同时 间 的 值 . 显然 ,方程 (7. 9. 5) 不 能 直接 用 


步 进 法 计算 ,因为 Ht 还 是 未 知 的 . 为 解决 这 一 问题 ,可 利用 (7. 9. 6) 消去 
有 "二 ,从 而 得 到 


玉宇 (一 1 4)-[(2ee) 4 2]Et(iw+ 二 ) + Bt(i+15 二 于 ) 


+ 加 (i 十 译 呈 二 1) 一 轧 (i 一 计 j+1)]， (7.9.7) 


它 可 以 表示 成 一 个 对 角 带 状 矩阵 方程 ,由 此 可 解 出 E+ ,在 此 之 后 方程 
(7. 9.6) 也 就 可 以 计算 了 . 
在 第 二 个 子 时 间 步 ,把 方程 (7. 9. 2) 表 示 成 显 式 ,其 他 两 个 表示 成 隐 式 ,其 形 


式 为 
ee 
| 
(7.9.8) 
的 了 RS 全 二 
EB (+a)-E (it) 
[er 
(07.9.9) 
Hn (i 十 吉 j 二 证 )=H: 储 (i+ 去 十 去) 
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(7.9.10) 
在 此 过 程 中 方程 (7. 9. 8) 不 能 直接 执行 ,但 可 利用 式 (7. 9. 10) 消 去 于, 从 
而 有 
Er [( 人 2) +] 本“ (二 了) (+ 本) 


Be 
i 
+ [er 
+E(it1 一 计 )-Ert (i 一 计 )] (7.9.11) 


由 该 方程 解 出 E;” 后 ,后 面 两 个 方程 就 都 可 以 执行 了 . 完成 了 这 两 个 子 时 
间 步 的 计算 就 可 进入 下 一 个 时 间 步 , 依 此 可 完成 全 部 按 步 进 法 进行 的 计算 . 

对 三 维 电磁 场 问 题 ,要 考虑 6 个 场 分 量 的 计算 ,其 中 每 个 场 分 量 都 满足 类 似 
(7.9.3) 的 方程 .对 比方 程 (7. 9. 6) 和 (7. 9. 10) ,可 以 发 现 它们 之 间 的 差别 . 在 适 
用 于 第 一 子 时 间 步 的 方程 (7. 9. 6) 中 对 E, 取 的 是 显 式 ,对 EE, 取 的 是 隐 式 ;而 在 
适用 于 第 二 子 时间 步 的 方程 (7. 9. 10) 中 正好 相反 ,对 E, 取 的 是 隐 式 ,而 对 E, 
则 取 的 是 显 式 . 把 这 一 交替 原则 运用 到 三 维 电 磁场 的 6 个 分 量 的 方程 中 ,就 能 得 
到 三 维 电 磁场 问题 的 ADI-FDTD 差分 格式 ,这 里 不 再 一 一 列 出 . 


7.9.2 稳定 性 分 析 


以 上 建立 的 ADLFDTD 差分 格式 应 该 是 无 条 件 稳定 的 ,下 面 对 此 加 以 
证 明 . 
对 二 维 TE. 波 而 言 ,3 个 分 量 一 般 可 以 表示 为 
[下 一 Eager, 
二 = ey C7. 9. 12) 
五 . 一 Hygqg? ns 
其 中 9 为 增长 因子 ,! 取 值 1,2, 分 别 代表 第 一 子 时 间 和 第 二 子 时 间 步 . 为 了 计 
算 9 ,把 式 (7. 9. 12) 代 人 方程 (7. 9. 4) 一 (7. 9. 6) ,可 以 得 到 
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Cg — DE +i(AE )sin(3h.Ar)a He =0, 


A 
,/ At \ .11 /At /1 
1A)sin (Fh)En i (2)sin( Bh hz) Es ~ (4 — DHo = 0. 

(7.9.13) 

把 已。,E, 和 日, 作为 未 知 量 ,由 系数 行列 式 为 零 可 得 

og! —2q +B=0, (7.9.14) 
其 中 
二 
a = 1 十 (Rs) sin (二 Az)， 
和 A _\*.:/1 
B= 1+ (hs) sin (Bh,Ay) 
由 方程 (7. 9. 14) 可 解 得 q, 为 
4 = liv Yt. (7.9.15) 
类 似 地 ,把 式 (7. 9. 12) 代 入 方 程 (7. 9. 8) 一 (7. 9. 10) ,又 可 得 到 
(gq, — DE, 一 (党 )sm( 寺 bayjoH。 三 0 


(gq — DE, +i( 全)sm( 去 ar)H。 = 0， 


(A )sn( 计 bay)aE。 i( 痉 )sin( haz)E, (gq — DH, = 0. 


Az 
(7.9.16) 
由 此 得 
pqi — 2q; +a = 0， (7.9.17) 
于 是 
Ce = (7.9.18) 


这 样 ,对 整个 时 间 步 的 增长 因子 有 


lal=ige -lo lel AE (7. 9. 19) 


这 说 明 ADI-FDTD 对 TE. 波 的 运算 格式 是 无 条 件 稳定 的 . 对 于 三 维 问题 ,也 可 
用 类 似 的 方法 证 明 , 按 上 述 规则 建立 起 来 的 ADLFDTD 差分 格式 也 是 无 条 件 稳 
定 的 . 
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8$ 7.10 ”时 域 有 限 差分 法 的 并 行 算法 "" 


计算 电磁 学 的 发 展 使 电磁 场 问 题 的 计算 效率 不 断 提高 .但 是 ,就 目前 的 水 平 
而 言 ,只 用 单 CPU 的 计算 机 进行 串 行 计算 已 远 远 不 能 满足 很 多 复杂 的 电磁 场 
问题 的 要 求 . 高 性 能 计算 机 的 发 展 趋势 是 开发 应 用 多 CPU 的 并 行 计算 机 系统 . 
为 了 适应 这 一 趋势 ,必须 发 展 电磁 场 问题 的 并 行 计算 方法 . 时 域 有 限 差分 法 是 最 
容易 并 行 化 的 一 种 方法 . 下 面 将 通过 对 时 域 有 限 差分 法 并 行 算法 的 讨论 ,来 说 明 
电磁 场 并 行 计算 方法 具体 实现 的 要 领 . 


7.10.1 电磁 场 计算 并 行 化 的 必要 性 


在 前 几 章 中 ,已 对 最 重要 的 几 种 用 于 电磁 场 计算 的 数值 方法 进行 了 论述 . 研 
究 这 些 方法 的 主要 目的 不 仅 是 希望 借助 计算 机 解决 各 种 复杂 的 电磁 场 问 题 , 而 
且 要 尽量 提高 计算 效率 ,尽量 少 地 占用 计算 机 的 存储 空间 和 CPU 时 间 . 一 种 方 
法 的 计算 效率 可 由 其 计算 的 复杂 度 粗略 地 反映 出 来 . 

在 微分 方程 法 中 ,时 域 有 限 差分 法 的 计算 复杂 度 仅 为 OCN)(N 为 空间 网 格 
总 数 ), 但 是 ,这 种 方法 也 有 其 自身 的 缺点 , 即 设置 离散 未 知 量 的 网 格 点 必须 遍布 
整个 计算 空间 ,而 且 , 对 开放 性 问题 还 要 附加 吸收 边界 条 件 , 这 也 就 额外 地 扩大 
了 计算 空间 , 用 时 域 有 限 差分 法 求解 电磁 场 问题 时 , N 往往 很 大 ,从 而 大 大 限制 
了 计算 效率 . 在 积分 方程 法 中 ,虽然 矩 量 法 采用 了 表面 积分 方程 可 使 某 些 问题 的 
计算 空间 降低 一 维 , 从 而 使 NCN 为 未 知 量 的 个 数 ) 相 对 减少 ,但 即使 采用 多 层 
快速 多 极 子 算法 ,计算 复杂 度 一 般 也 难以 低 于 OCNlogN). 

基于 以 上 原因 ,利用 现 有 的 数值 方法 求解 电磁 场 问 题 时 , 若 未 知 量 的 个 数 增 
大 到 一 定 程度 ,就 会 使 所 需 的 内 存 空间 和 CPU 时 间 超 出 单 CPU 计算 机 的 技术 
水 平 . 这 正 是 很 多 实际 电磁 场 问题 不 能 解决 的 原因 . 以 用 时 域 有 限 差分 法 计算 带 
引擎 终端 的 飞机 进 气 道 的 雷达 散射 截面 为 例 22 ,假设 进 气 道 的 半径 为 16 个 波 
长 ,长 度 为 120 个 波长 (相当 于 一 般 喷气 式 飞 机 的 实际 进 气 道 在 3 cm 波段 的 电 
长 度 ), 若 空 间 步 长 为 波长 的 1/20, 则 总 的 未 知 量 的 个 数 N 约 为 4. 63X10". 假 
定 完成 一 次 计算 需 50 000 个 时 间 步 ( 腔 体 结构 达到 稳定 所 需 的 时 间 较 长 ) ,为 了 
计算 各 个 方向 的 雷达 散射 截面 需 运行 5 000 次 . 如 果 使 用 单 CPU 的 计算 机 Cray 
Y-MP 完成 以 上 计算 ,即使 不 考虑 庞大 的 存储 空间 ,粗略 的 估算 时 间 长 达 2 400 
年 . 显然 ,这 是 没有 实际 意义 的 . 进一步 考虑 ,利用 高 频 近 似 技术 与 时 域 有 限 差分 
法 结合 的 混合 方法 可 减少 计算 量 ,其 中 时 域 有 限 差分 法 仅 用 于 包括 引擎 在 内 的 
进 气 道 终端 部 分 的 计算 . 设 该 部 分 的 长 度 为 15 个 波长 ,未 知 量 的 个 数 N 约 为 
3.86X10 .假定 一 次 运算 需 5 000 个 时 间 步 , 共 运 算 5 000 次 ,在 Cray Y-MP 机 
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上 进行 计算 也 需要 20 年 (假设 是 可 行 的 ). 

以 上 分 析 表明 ,计算 方法 的 改善 可 在 很 大 程度 上 提高 计算 效率 ,但 目前 计算 
电磁 学 的 发 展 水 平 对 解决 复杂 的 电磁 场 问题 还 是 远 远 不 够 的 . 所 幸 的 是 ,计算 机 
技术 的 飞速 发 展 正在 大 幅度 地 提高 高 性 能 计算 机 的 存储 能 力 和 计算 速度 . 

由 于 高 性 能 计算 机 均 为 多 处 理 器 构成 并 采用 并 行 算法 ,因此 ,为 了 用 高 性 能 
计算 机 解决 电磁 场 问题 ,就 必须 研究 各 种 数值 方法 并 行 化 的 问题 . 电磁 场 计算 的 
并 行 化 ,一 方面 要 尽量 吸收 已 有 的 并 行 计算 的 研究 成 果 ; 另 一 方面 要 解决 电磁 场 
计算 本 身 的 特殊 问题 ,以 便 达到 最 佳 使 用 效果 ,实现 高 效率 的 计算 . 


7.10.2 ”并行 算法 设计 的 一 般 过 程 


为 了 适应 大 规模 计算 的 需求 ,最 直观 的 想法 就 是 将 多 台 计 算 机 并 联 起 来 ,或 
用 多 台 处 理 器 构成 并 行 系统 , 称 为 并 行 计算 机 (parallel computer) 、 高 性 能 计算 
机 (high performance computer) 或 超级 计算 机 (super computer). 

与 单 CPU 计算 机 的 串 行 运作 方式 不 同 ,并 行 计算 机 是 按 并 行 方 式 运作 的 ， 
因此 在 并 行 计算 机 发 展 的 同时 发 展 了 并 行 算法 (parallel algorithm). 利用 并 行 
算法 进行 的 计算 称 为 并 行 计算 (parallel computing). 

并 行 算法 是 一 些 可 同时 执行 的 进程 (process) 的 集合 ,通过 这 些 进 程 之 间 的 
互相 作用 和 协调 动作 求解 给 定 的 问题 . 并 行 算法 的 目标 是 尽 可 能 地 减少 时 间 复 
杂 性 ( 即 缩短 求解 时 间 ) ,通常 是 通过 增加 处 理 器 的 空间 复杂 性 (如 增加 处 理 器 的 
数目 ) 来 实现 的 . 

并 行 算法 设计 指 经 过 任务 划分 (partitioning) 、 通 信 分 析 (communication) 、 
任务 组 合 (agglomeration) 和 处 理 器 映射 (mapping) 这 4 个 阶段 ,最 终 设计 出 一 
种 体现 并 行 性 ,可 扩 放 性 、 局 部 性 和 模块 性 的 并 行 算法 . 这 个 过 程 称 为 PCAM 设 
计 过 程 . 

PCAM 设计 过 程 的 步 又 和 要 点 可 详 述 为 ， 

(1) 将 整个 计算 问题 分 成 一 些小 的 计算 任务 ,以 充分 开拓 算法 的 并 行 性 和 
可 扩 放 性 . 具体 方法 是 :先进 行 域 分 解 ( 即 数据 的 分 解 ) ,再 进行 功能 分 解 ( 即 计算 
的 分 解 ) ,二 者 互 为 补充 . 划分 的 设计 原则 是 : 划分 过 程 中 应 避免 数据 和 计算 的 
重复 ,使 数据 集 和 计算 集 互 不 相交 ;划分 产生 的 任务 的 尺寸 应 大 致 相等 ,所 划分 
的 任务 数 与 问题 的 尺寸 应 成 比例 . 

绝 大 多 数 并 行 算法 采用 的 是 域 分 解 , 其 步骤 是 :首先 分 解 与 问题 相关 的 数 
据 , 尽 可 能 地 使 数据 片 大 致 相等 ;然后 将 每 个 操作 关联 到 相应 的 数据 上 ,由 此 产 
生 一 系列 任务 ,每 个 任务 均 包括 一 些 数据 及 其 相关 的 操作 . 经 验 表明 ,划分 应 优 
先 集中 在 最 大 的 数据 或 经 常 被 访问 的 数据 结构 上 . 一 个 三 维 计算 空间 的 一 维 、 二 
维和 三 维 域 分 解 如 图 7-18 所 示 - 
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(a) 一 维 域 分 解 (b) 二 维 域 分 解 (c) 三 维 域 分 解 
图 7-18 三 维 计算 空间 的 域 分 解 (图 中 每 个 阴影 部 分 均 代表 一 个 任务 ) 


(2) 为 了 执行 并 行 计 算 , 各 个 任务 之 间 需 进行 数据 传递 . 由 划分 产生 的 多 个 
任务 通常 不 能 完全 独立 地 并 行 执行 . 当 一 个 任务 需要 用 到 其 他 任务 中 的 数据 时 ， 
就 会 产生 通信 要 求 . 通信 的 设计 原则 是 : 所 有 任务 执行 的 通信 量 应 大 致 相等 ;每 
个 任务 应 只 与 少数 邻近 的 任务 相互 通信 ;各 个 通信 操作 能 并 行 执行 ,不 同 任务 的 
计算 也 能 并 行 执行 . 

(3) 通过 合并 小 尺寸 的 任务 以 减少 任务 数 ,从 而 提高 效率 并 减少 通信 成 本 . 
理想 的 情况 是 每 台 处 理 器 上 有 且 只 有 一 个 任务 ,从 而 获得 一 个 单程 序 多 数据 流 
(single-programme multiple-data, 简 称 SPMD) 模 式 的 程序 .组 合 的 设计 原则 
是 : 组 合 中 的 数据 重复 不 应 以 牺牲 可 扩 放 性 为 代价 ;组 合 后 的 任务 数 仍 与 问 
题 的 尺 二 成 比例 ;将 现 有 的 串 行程 序 并 行 化 应 考虑 修改 串 行 代码 所 增加 的 
成 本 . 

(4) 为 每 个 任务 指定 相应 的 处 理 器 ,以 减少 算法 总 的 执行 时 间 . 具体 地 讲 ， 
将 能 够 并 行 执行 的 任务 放 在 不 同 的 处 理 器 上 ,将 需要 频繁 通信 的 任务 放 在 同一 
台 处 理 器 上 . 映射 的 设计 原则 是 保证 合理 的 计算 负载 平衡 ,并 衡量 不 同 策略 的 
成 本 . 

基于 域 分 解 的 算法 有 多 种 专用 的 负载 平衡 技术 ,如 局 部 法 、 概 率 法 、 循 环 法 
等 ,以 试图 使 每 台 处 理 器 上 只 有 一 个 粗 粒度 任务 . 最 常用 的 递归 对 剖 技术 可 将 计 
算 区 域 分 成 计算 成 本 大 致 相等 的 子 区 域 ,同时 使 通信 代价 尽量 最 小 . 


7. 10.3 基于 消息 传递 接口 的 并 行程 序 设计 


消息 传递 接口 是 全 球 工业 ,政府 和 科研 部 门 联合 推出 的 一 种 基于 标准 消息 
传递 模型 的 并 行程 序 设计 平台 ,是 一 个 发 展 较 快 、 使 用 范围 较 广 的 公共 消息 传递 
库 , 也 是 当今 国际 上 最 流行 的 并 行 编程 环境 之 一 . 最 初 的 1. 0 版 本 于 1994 年 6 
月 推出 ,目前 正式 公布 的 是 1. 2. 5 版 本 . 消息 传递 接口 系统 主要 由 消息 传递 函数 
库 和 宏 定义 组 成 ,包含 200 多 个 函数 (根据 1997 年 修订 的 标准 ) ,支持 多 种 版 本 
的 Fortran 和 C 语言 ,具有 精确 的 定义 、 完 备 的 异步 通信 功能 ,还 具有 可 移植 性 、 
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高 效 性 ,灵活 性 和 易 用 性 , 既 适 用 于 分 布 存储 的 大 规模 并 行 处 理 器 和 工作 站 机 
群 ,也 可 用 于 共享 存储 的 对 称 多 处 理 器 . 

基于 消息 传递 接口 的 并 行程 序 设计 是 指 用 户 必须 显 式 地 为 处 理 器 分 配 数据 
和 负载 ,并 通过 发 送 、 接 收 消息 (message) 实 现 处 理 器 之 间 的 数据 交换 . 这 是 大 
规模 并 行 处 理 器 和 工作 站 机 群 的 主要 编程 方式 ,其 中 每 个 进程 都 有 各 自 独 立 的 
地 址 空间 ,并 且 必 须 通 过 消息 传递 访问 其 他 进程 中 的 数据 . 消息 传递 的 通信 开销 
比较 大 ,主要 用 来 开发 粗 粒 度 任务 的 并 行 性 . 

在 基于 消息 传递 接口 的 并 行程 序 设 计 中 ,一 组 进程 所 执行 的 程序 是 由 用 标 
准 串 行 语言 书写 的 代码 和 用 于 发 送 ,接收 消 息 的 库 函数 共同 构成 的 . 消息 传递 接 
口 就 是 在 现 有 机 器 的 软 硬 件 通信 基础 上 实现 并 行 计算 程序 中 各 并 行 任务 之 间 的 
通信 、 协 调和 同步 等 功能 ,并 对 这 些 任务 加 以 管理 . 

消息 传递 接口 进程 之 间 通 信 的 基本 单位 是 消息 . 一 个 消息 可 分 为 数据 和 包 
装 两 个 部 分 ,前 者 由 竺 发送 数据 缓冲 区 在 内 存 中 的 首 地 址 、 数 据 单元 类 型 和 数据 
单元 个 数组 成 ,后 者 由 发 送 进程 的 序号 .接收 进程 的 序号 .消息 标号 和 通信 器 
组 成 ， 

消息 传递 接口 最 重要 的 特性 就 是 使 用 了 称 为 通信 器 的 结构 一 一 一 种 建立 
在 进程 组 上 的 具有 多 种 属性 的 不 透明 对 象 , 也 是 通信 域 的 具体 表现 形式 ,包括 
进程 组 ( 即 系统 内 部 一 类 有 序 以 太 网 和 交换 机 ). 系统 规定 任何 通信 函数 必须 
基于 某 个 通信 器 进行 . 如 在 高 端 科学 计算 中 ,有 许多 为 集群 设计 的 网 格 接口 卡 
《如 Myrinet) ,这 些 通 信 器 不 仅 能 在 集群 节点 间 提 供 更 大 的 带宽 ,而 且 能 减少 
延迟 . 


7.10.4 时 域 有 限 差 分 法 的 并 行 算法 设计 


在 对 用 于 电磁 场 计算 的 数值 方法 并 行 化 的 研究 中 ,时 域 有 限 差分 法 的 并 行 
算法 起 步 最 早 ,成 果 最 丰富 ,应 用 也 最 广泛 . 经 分 析 不 难 发 现 ,在 时 域 有 限 差 分 法 
的 Yee 氏 网 格 中 , 任 一 网 格 点 上 的 电场 (或 磁场 ) 分 量 只 与 其 前 一 时 间 步 的 值 及 
其 四 周 环绕 的 网 格 点 上 的 磁场 (或 电场 ) 分 量 有 关 , 而 与 其 他 网 格 点 上 的 场 量 
没有 直接 关系 . 这 样 的 局 域 特性 非常 适 于 执行 基于 域 分 解 的 并 行 计算 ,每 个 子 
区 域 可 单独 由 一 台 处 理 器 进行 计算 ,在 迭代 过 程 中 只 需 在 其 边界 处 与 相 邻 子 
区 域 执行 切 向 场 分 量 的 通信 操作 . 由 于 通信 量 不 大 ,因而 容易 获得 较 好 的 计算 
效果 . 

下 面 以 一 个 长 度 为 18As(As 为 沿 y 轴 的 空间 步 长 ) 的 一 维 并 行 计 算 区 域 为 
例 ,说 明 并 行 算法 设计 的 一 些 主要 问题 . 

假定 将 该 区 域 沿 y 轴 均 匀 划 分 成 4 个 子 区 域 ,并 映射 到 4 台 处 理 器 ( 即 4 个 
进程 ) 上 . 由 于 在 Yee 氏 网 格 中 电场 分 量 E. 和 磁场 分 量 互 . 被 交叉 放置 , 且 二 者 
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相距 半 个 空间 步 长 ,因此 可 对 该 区 域 进 行 如 图 7-19 所 示 的 域 分 解 . 每 台 处 理 器 
上 分 配 到 的 计算 单元 数 分 别 为 5,5,4 和 4, 基 本 达到 负载 平衡 . 此 外 ,将 进程 之 
间 的 划分 边界 分 别 放置 在 H;(5),H; (10) 和 H; (14) 之 后 (上 角 标 n 和 一 1 分 
别 表示 第 n 和 一 1 时 间 步 ). 这 样 ,计算 进程 0 中 H;(5) 的 值 ,要 用 到 进程 1 中 
E"'(6) 的 值 ;计算 进程 1 中 E: (6) 和 H: (10) 的 值 ,分 别 要 用 到 进程 0 中 
HH "(5) 的 值 和 进程 2 中 E:'(11) 的 值 ;计算 进程 2 中 EF:(11) 和 H;(14) 的 值 ， 
分 别 要 用 到 进程 1 中 H' (10) 的 值 和 进程 3 中 E: (15) 的 值 ;计算 进程 3 中 
E:(15) 的 值 ,要 用 到 进程 2 中 H;“'(14) 的 值 . 可 见 ,以 上 计算 的 完成 需要 进程 之 
间 适 时 的 通信 操作 . 当然 ,也 可 对 该 区 域 进行 男 一 种 域 分 解 ,即将 进程 之 间 的 划 
分 边界 分 别 放置 在 E.(5),E.(10) 和 E.(14) 之 后 . 这 时 ,进程 之 间 的 通信 操作 显 
然 与 前 一 种 情况 不 同 . 


1 2 4 5 '6 8 9 10 ll 12 13 14 115 16 17 18) 
| 役 断 边界 | | | 坑 Wi 边 办 
人 km 处 理 器 1 | 处理 婴 | 处理 


图 7-19 对 时 域 有 限 差分 法 的 一 维 并 行 计算 区 域 进 行 域 分 解 


在 时 域 有 限 差分 法 的 并 行 算法 中 执行 迭代 计算 和 通信 操作 的 过 程 如 图 
7-20 所 示 ( 仍 采用 如 图 7-19 所 示 的 一 维 模型 ). 

由 于 每 个 网 格 点 上 E.( 或 昌 ,) 的 新 值 与 该 点 在 前 一 时 间 步 的 E.( 或 甩 ,) 值 
及 其 邻近 点 在 前 半 个 时 间 步 的 H, (或 E.) 值 有 关 , 因 此 在 第 ”时 间 步 执行 选 代 
计算 和 通信 操作 的 过 程 如 图 7-20 所 示 , 可 概括 为 以 下 4 步 ; 

51) 从 后 一 进程 接收 /发 送 本 进程 边界 上 前 一 时 间 步 的 已; 

(2) 计算 本 进程 内 每 个 网 格 点 ( 非 截 断 边 界 ) 上 当前 时 间 步 的 H"， 

(3) 向 后 一 进程 发 送 /接收 本 进程 边界 上 当前 时 间 步 的 H'; 

(4) 计算 本 进程 内 每 个 网 格 点 ( 非 截 断 边 界 ) 上 下 一 时 间 步 的 玉生 
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处 理 器 0 处 理 器 1 处 理 器 2 处 理 器 3 
慌 《6) | 发 送 E 6) | E70 | 发 送 E CD; |E7015) 

“6 eo -一 | 上 一 一 | 发 送 E15); 
9 接收 区 (11) 接收 E15) 和 
了 了 | | 
计算 #5(D) 计算 #7(7) 计算 H(i) 计算 Hr() 
(i= 1,2,3,4,5) (i=6,7,8,9.10) (i= 11,12,13,14) I(i= 15.16,17,18)| 


1 1 + | 


应 (9) | 发 送 H*(10); | 下 00) | 发 送 #7(14); | #7 (14) 
| aa ua 


发 送 扩 (5) 接收 (14) 
接收 友 (5) 接收 应 (10) 
1 3 Y | 
计算 Ei) 计算 请 "WO) 计算 后 0 计算 局" (7 
(= 1.2.3,4.5) (1=6,7.8,9,10)| = 11,12,13.14)| i= 15,16,17,18)| 


上 
图 7-20 在 第 ”时 间 步 执行 迭代 计算 和 通信 操作 的 过 程 


以 上 步骤 将 在 给 定 的 总 的 时 间 步 数 N 内 循环 执行 . 最 后 ,还 需 通过 一 个 全 局 归 
约 操作 ,将 每 个 进程 的 计算 结果 归并 到 进程 0 并 依次 全 部 输出 . 

值得 注意 的 是 ,在 截断 边界 处 场 分量 的 计算 不 能 直接 进行 ,需要 特殊 处 理 ， 
因此 ,包含 截断 边界 的 进程 所 执行 的 计算 内 容 与 其 他 进程 有 所 不 同 . 若 采 用 单程 
序 多 数据 流 模式 ,应 采用 特殊 标识 ,使 各 个 处 理 器 执行 相应 的 计算 内 容 . 此 外 ,在 
引入 波源 的 进程 中 ,必然 也 包括 特殊 的 计算 内 容 . 

如 果 并 行 计算 区 域 是 二 维 的 ,对 其 进行 一 维 或 二 维 域 分 解 ,所 形成 的 子 区 域 
为 矩形 ,边界 为 多 条 直线 . 对 进程 边界 处 的 每 个 场 分 量 都 要 执行 与 一 维 情况 类 似 
的 通信 操作 ,从 而 使 总 的 通信 量 相应 地 增加 . 包含 截断 边界 的 进程 也 必须 包括 对 
边界 场 分 量 的 特殊 处 理 , 所 需 的 通信 操作 和 计算 任务 的 标识 比 一 维 情况 复杂 得 
多 . 对 于 更 复杂 的 问题 ,还 有 更 多 需要 特殊 处 理 的 因素 . 例如 ,对 电磁 散射 问题 ， 
还 需 赋予 包含 连接 边界 的 进程 新 的 计算 内 容 ,这 也 必然 增加 总 的 通信 量 . 

如 果 并 行 计算 区 域 是 三 维 的 ,对 其 进行 三 维 划 分 ,所 形成 子 区 域 为 长 方 体 ， 
边界 为 多 个 平面 . 除了 通信 操作 和 计算 任务 的 标识 更 加 复杂 外 ,不 存在 其 他 
困难 . 

目前 ,时 域 有 限 差分 法 的 并 行 算法 已 应 用 于 很 多 复杂 的 三 维 问题 ,并 取得 了 
良好 的 效果 . 
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7. 10.5 ”时 域 有 限 差分 法 并 行 算法 的 加 速 比 性 能 分 析 


评价 时 域 有 限 差分 法 并 行 算法 的 一 个 重要 性 能 指标 是 加 速 比 . 对 同一 个 并 
行 计算 实例 ,车 用 1 台 处理 器 的 执行 时 间 为 Ti ,用 p 台 处 理 器 的 执行 时 间 为 
T,, 则 其 加 速 比 定义 为 


S(B):= T/T (7.10.1) 
这 里 将 以 一 些 实例 中 获得 的 加 速 比 曲 线 加 以 说 明 . 

假设 一 个 一 维 时 域 有 限 差分 法 的 并 行 计算 区 域 被 放置 在 真空 或 空气 中 ,长 
度 为 2 900 001As(As 为 沿 > 轴 的 空间 步 长 ). 取 电 磁 波 的 波长 4 二 0.032 m, 离 散 
后 的 相对 波长 ( 称 为 数字 化 波长 )4。 = 二 X/As 二 32. 截断 边界 为 ju 一 一 1 450 000 
和 js 二 1 450 000. 平 面 波源 位 于 j, 二 一 1 449 991 处 ,电场 和 磁场 分 量 分 别 为 
E, 和 互 -, 时 间 步 数 为 10. 这 时 ,由 平面 波源 振动 所 产生 的 电磁 波 仍 处 在 稳 态 的 
建立 过 程 中 , 分 别 在 A(z 一 2,3,4,…,64) 台 处 理 器 上 运行 一 维 时 域 有 限 差 分 法 
的 并 行程 序 , 并 调用 消息 传递 接口 系统 提供 的 墙 上 时 间 函 数 MPI-WTIME 以 获 
取 执行 并 行 部 分 所 需 的 时 间 T, ,再 求 出 与 处 理 器 数目 p 所 对 应 的 加 速 比 SCp). 
加 速 比 曲线 如 图 7-21 所 示 . 由 此 看 出 ,一 维 时 域 有 限 差分 法 的 并 行 算法 具有 较 
好 的 加 速 比 性 能 . 


Sp) 


(EEE EE 
p 


图 7-21 一 维 时 域 有 限 差分 法 并 行 算法 的 加 速 比 曲 线 
(p=2,3,,64) 


假设 一 个 二 维 时 域 有 限 差分 法 的 并 行 计算 区 域 被 放置 在 真空 或 空气 中 , 尺 
才 为 1 500 001AsX21As 一 31 500 021(As)? (As 为 均匀 空间 步 长 ). 对 计算 区 域 
采用 一 维 域 分 解 , 取 一 0. 032 m,hu 一 /As 一 32. 截断 边界 为 iu 一 一 750 000， 
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iu 一 750 000,jmin 二 一 10 和 jx 二 10. 点 波源 位 于 点 (i,,j,) 二 (0,0) 处 ,TM 波 的 
电场 分 量 为 E,, 磁 场 分 量 为 H, 和 瑞 , ,时间 步 数 为 10. 分 别 在 p(p 二 2,3,4,…， 
20) 台 处 理 器 上 运行 二 维 时 域 有 限 差 分 法 的 并 行程 序 ,并 按照 与 一 维 实例 类 似 的 
方法 求 出 处 理 器 数目 p 所 对 应 的 加 速 比 SC(p). 加 速 比 曲线 如 图 7-22 所 示 . 由 此 
看 出 ,二 者 符合 得 很 好 ,说 明 二 维 时 域 有 限 差分 法 的 并 行 算法 具有 很 好 的 加 速 比 
性 能 . 


I 
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图 7-22 二 维 时 域 有 限 差分 法 并 行 算法 的 加 速 比 曲线 
(p=2,3,.,20) 


设 有 一 个 放 在 介质 基底 上 的 宽 为 2X10- m、 厚 为 1X10-? m 的 印 制 板 偶 
极 天 线 ,我 们 在 一 个 并 行 机 群 上 使 用 一 维 域 分 解 的 时 域 有 限 差分 法 的 并 行 算法 ， 
从 而 得 到 天 线 长 度 不 同时 的 输入 阻抗 ,并 用 四 种 方法 展示 了 该 算法 的 加 速 性 能 ， 
如 图 7-23 所 示 : 

(1) 图 7-23(a) 表 明 , 计 算 量 相同 的 问题 的 计算 时 间 随 着 处 理 器 数目 的 增加 
而 减少 . 

(2) 图 7-23(b) 给 出 按 式 (7. 10. 1) 计 算 的 加 速 比 . 由 图 (b) 中 可 以 清楚 地 看 
到 , 随 着 处 理 器 数目 的 增加 ,加 速 比 越 来 越 偏离 理想 的 数据 ,这 是 因为 在 一 维 域 
分 解 的 情况 下 , 随 着 处 理 器 数目 的 增加 ,虽然 每 次 迭代 计算 时 处 理 器 之 间 的 通信 
基 不 变 , 但 每 台 处 理 器 的 计算 区 域 却 变 小 了 , 即 每 台 处 理 器 需要 花费 相对 更 多 的 
时 间 和 相 邻 处 理 器 进行 通信 ,从 而 导致 加 速 比 下 降 . 

《3) 图 7-23(c) 给 出 的 也 是 按 同 样 公式 计算 的 加 速 比 , 但 两 组 数据 对 应 着 计 
算 量 不 同 的 问题 ,其 中 加 速 比较 大 (或 较 小 ) 的 对 应 计算 量 较 大 (或 较 小 ) 的 问题 . 
由 图 (c) 中 可 以 清楚 地 看 到 ,问题 的 尺寸 越 大 , 越 容易 在 更 多 的 处 理 器 上 得 到 接 
近 于 理想 加 速 比 的 计算 结果 ,这 是 因为 本 问题 中 的 域 分 解 是 沿 偶 极 天 线 长 度 增 
加 的 方向 进行 的 . 采用 相同 数目 的 处 理 器 参与 运算 时 ,天 线 越 长 ,问题 的 尺寸 越 
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大 ,每 台 处 理 器 的 计算 量 越 大 ,但 和 
天 线 较 短 的 问题 具有 相同 的 通信 量 . 
也 就 是 说 ,问题 尺寸 的 增 大 导致 每 台 
处 理 器 的 绝对 计算 开销 增加 而 绝对 
通信 开销 不 变 , 从 而 使 得 相对 通信 开 
销 减 小 . 由 此 可 见 ,对 于 尺寸 的 较 大 
问题 ,执行 一 维 域 分 解 的 时 域 有 限 差 
分 法 的 并 行 算 法 可 以 获得 较 高 的 加 
速 比 . 
(4) 图 7-23(d) 给 出 了 采用 以 下 
定义 的 扩展 加 速 比 
S(p)=pT/T,. (7.10.2) 
其 中 T, 表示 在 1 台 处 理 器 上 计算 一 
段 长 度 为 As 的 偶 极 天 线 的 输入 阻抗 
所 需 的 时 间 ,T, 表示 在 p(p 记 1) 台 处 
理 器 上 计算 长 度 为 pAs 的 偶 极 天 线 
的 输入 阻抗 时 每 台 处 理 器 计算 其 中 
长 度 为 As 的 一 段 所 需 的 时 间 . 由 图 
(d) 中 可 以 看 到 扩展 加 速 比 是 高 度 线 
性 的 ,这 是 因为 在 这 种 情况 下 , 随 着 
处 理 器 数目 的 增加 ,每 台 处 理 器 上 的 
计算 开销 和 通信 开销 始终 是 相同 的 . 
在 一 维 实例 的 计算 中 ,由 于 在 处 
理 器 上 可 能 有 同时 执行 的 其 他 任务 
破坏 了 负载 平衡 ,并 引起 等 待 、 竞 争 
等 额外 开销 ,又 由 于 网 络 上 数据 的 频 
繁 交换 可 能 引起 更 大 的 通信 开销 ,并 
造成 较 低 的 网 络 速率 及 网 络 或 交换 
机 的 “瓶颈 ”, 所 以 由 时 域 有 限 差 分 法 
并 行 算 法 得 到 的 加 速 比 曲线 比 理 想 
曲线 略 低 . 随 着 处 理 器 数目 的 增加 ， 
计算 值 与 理想 值 的 偏差 增 大 ,这 是 因 
为 处 理 器 之 间 的 通信 量 也 随 之 增加 ， 
引起 更 大 的 通信 开销 ,从 而 延长 了 执 
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图 7-23 三 维 时 域 有 限 差分 法 
并 行 算法 的 四 种 加 速 性 能 曲线 


行 时 间 . 在 二 维 实例 的 计算 中 ,由 于 《〈(b) 和 (c) 中 给 出 了 不 同 问题 的 网 络 划分 的 具体 情况 7 
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在 处 理 器 上 没有 其 他 任务 同时 执行 , 且 当 时 网 络 速率 较 高 ,所 以 由 时 域 有 限 差分 
法 并 行 算法 得 到 的 加 速 比 曲线 与 理想 曲线 几乎 完全 重合 . 在 个 别 点 上 计算 值 略 
高 于 理想 值 的 现象 是 由 定义 的 固有 特性 造成 的 . 根据 所 用 单 CPU 计算 机 的 存 
储 空间 ,时 域 有 限 差分 法 串 行 算法 (1 台 处 理 器 ) 的 最 大 计算 区 域 约 为 

32 000 000As( 一 维 ) 


或 

4618As X 4618As = 21 325 924(As)*( 二 维 ). 
根据 并 行 机 群 (64 台 节点 机 ) 的 存储 空间 ,时 域 有 限 差 分 法 并 行 算法 的 最 大 计算 
区 域 约 为 

20 480 000 004 618As( 一 维 ) 
或 
36 950As X 36 950As = 1 365 302 500(As)*( 二 维 ). 

推广 到 三 维 情况 , 串 行 算法 的 最 大 计算 区 域 约 为 

220As X 220As X 220As = 10 648 000(As)’, 
并 行 算法 的 最 大 计算 区 域 约 为 

880As X 880As X 880As = 681 472 000(As)’. 
需要 说 明 的 是 ,考虑 到 还 有 其 他 一 些 占用 存储 空间 的 因素 (如 数据 缓存 单元 等 )， 
实际 的 计算 区 域 应 取得 略 小 些 . 

由 此 可 见 , 时 域 有 限 差 分 法 的 并 行 算法 不 仅 大 大 提高 了 时 域 有 限 差分 法 自 

身 的 计算 能 力 , 而 且 与 传统 的 串 行 算法 相 比 , 大 大 节省 了 计算 时 间 ,提高 了 计算 
效率 ,充分 显示 出 并 行 计算 技术 的 高 性 能 特性 ,从 而 更 能 满足 大 规模 电磁 场 问题 
的 计算 需求 . 
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电磁 场 计算 的 时 域 多 分 辨 分 析 法 (Multiresolution Time Domain, MRTD) 是 一 
种 更 一 般 意义 上 的 时 域 有 限 差分 法 ,或 者 说 后 者 是 前 者 的 一 种 特殊 情况 . 时 域 多 
分 辨 分 析 法 的 最 突出 特点 ,是 它 具 有 自 适 应 性 的 网 格 细 化 功能 ,可 在 粗 网 格 的 框 
架 内 获得 细 网 格 中 的 计算 精度 ,从 而 可 大 大 节省 计算 机 资源 ,提高 计算 效率 . 时 
域 多 分 辨 分 析 法 利用 了 小 波 分 析 中 的 多 分 辨 分 析 原 理 , 把 待 求 场 量 用 正 交 小 波 
基 展 开 , 并 用 伽 辽 金 法 对 麦克 斯 韦 方程 进行 离散 . 本 章 将 先 介绍 小 波 分 析 的 多 分 
辨 分 析 ,然后 讨论 由 各 种 正 交 小 波 基 构成 的 计算 电磁 场 的 时 域 多 分 辨 分 析 法 ， 


$ 8.1 多 分 辨 分 析 和 小 波 正 交 基 


8.1.1 函数 空间 的 标准 正 交 基 和 函数 的 最 佳 逼近 


大 多 数 的 数值 计算 方法 都 可 以 理解 为 把 属于 某 一 个 无 穷 维 函数 空间 的 待 求 
函数 投影 到 一 个 有 限 维 子 空间 ,这 一 投影 则 通过 该 子 空间 的 函数 基 表 示 成 级 数 
形式 .为 了 对 有 关内 容 的 叙述 方便 ,需要 介绍 一 些 基本 的 概念 . 

(1) 设 X 为 内 积 空间 ,z,yEX,M 和 N 为 X 的 两 个 子 空间 , 则 有 

车 (zx,y) 二 0, 就 称 z 与 y 正 交 , 记 做 zy. 

车 对 VyEM 都 有 (zx,y) 二 0, 则 称 z 与 M 正 交 , 记 做 zLM. 

车 对 VYzEM 和 VYyEN 都 有 (x,y) 二 0, 就 称 M 与 N 正 交 , 记 做 MLN. 

(2) 设 X 为 线性 空间 ,M 和 NN 是 X 的 两 个 子 空间 , 若 对 每 个 zEX 均 可 唯 
一 地 表示 为 


I=y+z, y€EM, zxzE€EN, (8.1.1) 
则 称 XX 为 M 和 NN 的 正 交 和 , 记 为 
X=MON. (8.1.2) 


若 X 为 内 积 空间 ,MCX, 则 称 X 中 所 有 与 M 正 交 的 元 素 组 成 的 集合 为 M 
的 正 交 补 ,并 记 做 MXM- , 即 


A ={zlrzEeX rl|M). 《8.1.3) 
(3) 设 M 为 内 积 空间 X 的 线性 子 空 间 ,zEX, 若 有 zo€ M,y_|M, 使 得 
工 一 To 十 》， 


则 称 z 为 工 在 M 上 的 正 交 投影 或 正 交 分 解 . 可 以 证 明 , 正 交 投影 若 存在 就 一 定 
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是 唯一 的 . 

(4) 设 X 为 内 积 空间 ,ECX, 若 瑟 中 的 所 有 元 素 间 都 是 两 两 正 交 的 ,就 称 
下 为 一 正 交 集 . 若 巨 中 的 每 个 元 素 的 范 数 都 是 1 ,就 称 为 标准 (规范 ) 正 交集 . 因 
此 ,对 所 有 z,yE 巨 有 


ea (8.1.4) 
1, z=y,. 
如 果 标 准 正 交 集 是 可 数 的 ,就 可 表示 成 序列 
{e.} = (etyez，). 


不 难 证 明 , 任 何 标准 正 交 序列 都 是 线性 无 关 的 . 设 标准 正 交 序列 {6,) 一 {e ye， 
…,em) 的 所 有 可 能 的 线性 组 合 之 集合 为 M, 则 M 称 为 序列 {e.} 的 张 成 ,并 记 做 


M = span{el ,ez en). (8.1.5) 
这 时 空间 M 中 的 任 一 元 素 z 都 可 表示 为 
工 一 Sedhs (8.1.6) 


且 称 序列 {el,e ，…en} 为 M 的 标准 正 交 基 . 
(5) 设 序列 {e,} 为 内 积 空间 X 中 的 一 个 标准 正 交 序列 ,如 果 X 中 不 存在 与 
所 有 {e,} 都 正 交 的 非 零 元 素 , 就 称 {e, } 为 X 的 一 个 完全 标准 正 交 基 ,并 简称 为 标 
准 正 交 基 . 
可 以 证 明 , 若 (e,) 为 希 尔 伯 特 空间 有 H 中 的 (完全 ) 标 准 正 交 基 ,zE H, 则 有 
Hz? = Dre) PP， (8.1.7) 
该 式 称 为 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 , 并 且 有 
z= bp (8.1.8) 
它 是 一 种 广义 的 傅 里 时 级 数 . 若 M 为 标准 正 交 基 {e,} 中 的 m 个 矢量 构成 的 新 序 
列 的 张 成 , 即 M 一 span{fer ,ez ，… ,ew), 则 对 任意 zE 电 ,级 数 
To 一 De (8. 1.9) 
是 xz 在 M 上 的 正 交 投影 ,而 且 可 以 证 明 zo 就 是 z 在 M 中 的 最 佳 逼近 . 
由 以 上 理论 可 以 看 出 标准 正 交 基 在 函数 表示 和 逼近 中 的 重要 意义 .然而 ,以 
往 所 知 的 函数 空间 的 标准 正 交 基 都 存在 一 定 的 缺点 ,而 下 面 讨论 的 小 波 正 交 基 
具有 不 一 般 的 独特 性 质 . 
8.1.2 小 波 函数 和 离散 小 波 变换 


傅 里 叶 变换 虽然 获得 了 广泛 的 应 用 ,但 对 某 些 应 用 还 是 有 严重 的 不 足 , 主要 
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是 不 能 用 它 对 信号 进行 时 间 和 频率 的 局 域 性 分 析 . 从 储 里 叶 变换 的 定义 可 以 看 出 ， 
若 要 应 用 傅 里 叶 变 换 研 究 信 号 的 频谱 特性 ,必须 知道 在 整个 时 域 ( 一 cc<t<<co) 中 
信号 的 全 部 信息 ,由 于 |e ”| 一 1, 即 传 里 叶 变 换 的 积分 核 在 任何 情况 下 其 模 值 


均 为 1, 故 信号 f(#) 的 频谱 fw) 上 任 一 频 点 值 是 由 7(C2) 在 整个 时 间 域 上 的 贡献 


决定 的 ;反之 ,信号 /(2) 在 某 一 时 刻 的 状态 也 是 由 频谱 f(w) 在 整个 频 域 ( 一 oo 二 
w<ce) 上 的 贡献 决定 的 ,也 就 是 说 ,在 时 域 和 频 域 傅 里 叶 变换 没有 任何 分 辩 
能 力 . 

为 了 克服 傅 里 叶 变 换 的 上 述 缺 点 ,人 们 发 展 了 一 种 窗口 傅 里 叶 变换 , 即 在 普 
通 傅 里 叶 变 换 中 增加 了 一 个 窗口 函数 g(t 一 rz), 它 不 仅 在 时 间 上 具有 局 域 性 并 
且 能 够 平移 . 这 种 变换 比 原来 的 傅 里 叶 变 换 在 局 域 分 析 方面 有 了 改进 ,但 由 于 
时 - 频 窗 口 是 固 定 的 ,仍然 不 能 满足 要 求 . 

为 了 克服 以 上 缺点 ,摩尔 莱特 (Marlet) 等 于 1984 年 提出 了 具有 伸缩 和 平移 
功能 的 小 波 变 换 , 在 这 种 变换 中 选择 一 个 平方 可 积 函数 y(t) EL:(R) , 称 之 为 基 
本 小 波 或 小 波 母 函数 ,再 令 

gat) =| a | ty( 二 外， abE R, az#0, (8.1.10) 


称 风 ,。(t) 为 由 小 波 母 函数 y() 生 成 的 依赖 于 参数 a 和 6 的 连续 小 波 . 以 连续 小 
波 y,s() 为 积分 核 构 成 的 变换 称 为 连续 小 波 变换 . 

显然 ,在 小 波 变换 中 y.,(z) 的 作用 与 g(t 一 ye 在 窗口 傅 里 叶 变 换 中 的 作 
用 类 似 ,其 中 与 r 都 是 起 着 时 间 平 移 的 作用 ,本 质 差别 是 a 与 w 所 起 作用 的 不 
同 , 在 窗口 傅 里 叶 变换 中 ,o 的 变化 只 改变 窗口 包 络 内 谐 波 的 频率 成 分 ,而 与 窗 
口 的 大 小 和 形状 无 关 . 在 连续 小 波 变换 中 a 是 一 个 尺度 参数 , 它 的 作用 是 既 改 变 
窗口 的 大 小 和 形状 ,也 改变 小 波 的 频谱 结构 . 由 丈 ,, (w) 可 知 , 随 着 a 的 减 小 ， 
和 ws(2) 的 支撑 集 变 宏 ,但 频谱 均 ,,(w) 却 向 高 频 端 展 宽 ; 反 之 , 当 a 增 大 时 ,y,, (7) 
的 支撑 集 将 变 宽 ,而 办 .,(w) 却 向 低频 部 分 集中 . 这 种 特性 正 是 复杂 信号 分 析 中 
时 - 频 窗口 的 自 适应 性 . 

一 般 讲 ,小 波 母 函 数 的 选择 不 是 唯一 的 ,但 也 不 是 任意 的 . 为 了 满足 对 小 波 
变换 所 提出 的 要 求 ,y() 需 要 满足 一 定 的 条 件 . 首先 ,y(z) 应 具有 紧 支 撑 集 或 至 
少 具 有 速 降 特 性 ,这 一 点 可 用 它 所 具有 的 消失 矩 的 阶 数 来 衡量 . 消失 矩 的 定义 为 


人 Hpi) dt =0, k=0,1,2, snl, (8.1.11) 


其 中 又 为 消失 逢 的 阶 数 .x 数 越 大 ,表示 函数 y(t) 的 速 降 性 越 好. 
另外 ,还 要 求 y(t) 的 平均 值 为 零 , 即 


下 ypDd 一 0， (8.1.12) 
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它 也 称 做 小 波 的 容许 条 件 , 这 一 条 件 也 表示 为 


c,-T 一 全 Res (8.1.13) 
| 


这 意味 着 yj(w) 连 续 可 积 , 且 y(0) 二 0. 这 又 意味 着 
0) = 三 YD dt = 0， 
这 正 是 条 件 (8. 1. 12). 以 上 要 求 说 明 小 波 母 函数 y(t) 的 取 值 必须 有 正 有 负 , 即 
具有 振荡 性 ,而 且 是 很 快 衰减 的 振荡 ,这 也 正 是 称 它 为 小 波 的 原因 . 
为 了 适应 实际 计算 的 需要 ,应 对 a 和 2 进行 离散 化 处 理 . 如 令 a 一 cj " ,一 
nboas ” ,其 中 ao>1,b 二 0,mmEZ, 则 有 离散 后 的 小 波 


如 (0 = a ylart — mo). (8.1.14) 
车 选 mo 一 2,b 一 1, 就 得 到 二 进 制 的 离散 小 波 
如 (CD 一 22%(2"t 一 07， mo E 2Z. (8.1.15) 


从 对 希 尔 伯 特 空间 中 标准 正 交 基 对 函数 展开 所 起 的 作用 可 以 想到 ,如 果 能 
使 上 述 小 波 成 为 L*(R) 的 标准 正 交 基 , 它 将 会 成 为 一 种 非常 重要 的 数学 工具 ,会 
比 一 般 的 标准 正 交 基 有 更 大 的 应 用 价值 . 要 使 式 (8. 1. 15) 表 示 的 离散 小 波 成 为 
L*(R) 的 标准 正 交 基 , 必 须 有 
pmo prsn) = nm Ons ED (8.1.16) 
一 旦 这 一 条 件 得 到 满足 , 则 对 每 个 函数 f(z) EL*(R) 都 可 表示 为 级 数 


f()= 2 Coanpnnld), (8.1.17} 
其 中 
Coa = fy Dd, mn eZ, (8.1.18) 
而 级 数 将 按 下 列 形 式 收敛 
次 ,六 
wl /OT DD ee = 0 


式 (8. 1. 18) 称 为 离散 小 波 变 换 . 
剩 下 的 关键 问题 ,是 如 何 建立 满足 以 上 要 求 的 标准 正 交 小 波 基 . 


8.1.3 正 交 多 分 辩 分 析 和 小 波 正 交 基 


小 波 正 交 基 的 发 现 和 构建 经 历 了 一 个 曲折 的 发 展 过 程 ,后 来 用 多 分 辩 分 析 
(Multi-Resolution Analysis, 简称 MRA) 统 一 了 起 来 . 由 于 篇 幅 的 限制 ,下 面 不 
拟 讨论 如 何 利 用 多 分 辩 分 析 构 造 小 波 正 交 基 , 而 是 着 重 讨论 如 何 利用 多 分 辨 分 
析 对 函数 进行 逐 级 逼近 和 分 析 - 
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正 交 多 分 辨 分 析 由 志 (R) 的 一 组 闭 子 空间 序列 {V; jc- 和正 交 尺度 函数 p 
构成 ,它们 必须 满足 以 下 条 件 

(1) 单调 性 : WCV ; 

(2) 平移 不 变性 : 车 u(xz)EVjS3u(z 一 k) EV,,kEZ; 

(3) 伸缩 相关 性 : 若 u(z) EV,SSu(27) EV,,,; 

(4) 逼近 性 : QV = {0 DVL R); 

(5) 存在 尺度 函数 g(x) EVo, 且 {g(r 一 ))iez 为 Vo 的 标准 正 交 基 . 

由 (1) 和 (4) 可 知 ,在 多 分 辨 分 析 中 ,L*(R) 是 一 个 包 着 一 个 的 一 系列 闭 子 空 
间 的 极限 ,而 最 小 的 闭 子 空间 为 {0), 即 

{0} CC CS VAGYCVAC Cc L’(R). 

由 (C3) 可知 ,任何 两 相 邻 子 空间 之 间 相 差 一 个 二 进 分 辨 率 . 这 样 一 来 ,只 要 知 
道 了 任 一 个 子 空间 中 的 标准 正 交 基 , 就 可 以 通过 分 辨 率 的 二 进 伸缩 ,立即 得 到 相 
邻 子 空间 中 的 标准 正 交 基 , 因 而 也 就 得 到 所 有 子 空间 中 的 标准 正 交 基 . 进一步 由 
(5) 可 推 知 ,由 于 已 知 {pg(z 一 k)iez} 为 Vo 的 标准 正 交 基 , 则 显然 

{21p(2z — hk))iez 


为 V; 的 标准 正 交 基 , 更 一 般 地 讲 ,{2fg(2z 一 k)),,,ez 为 空间 V, 的 标准 正 交 基 ， 
也 就 是 说 
Wi = span{2f pg(2'z —k)}jsez, (8.1. 19) 
即 多 分 辩 分 析 中 的 子 空间 是 尺度 函数 通过 平移 和 伸缩 产生 的 标准 正 交 基 的 张 
成 . 所 以 W 也 称 为 尺度 空间 ,7 称 为 尺度 因子 . 
虽然 每 一 个 尺度 空间 V, 都 已 经 有 了 各 自 的 标准 正 交 基 , 但 因为 {V, )cz 不 
是 L*(R) 的 正 交 分 解 ,我 们 不 能 指望 把 各 子 空间 的 正 交 基 简 单 地 加 在 一 起 就 成 
为 L*(R) 的 正 交 基 . 但 是 ,我 们 可 以 从 所 给 条 件 出 发 来 构造 L?(R) 的 正 交 分 解 子 
空间 序列 . 
因为 V; 是 L*(R) 的 闭 子 空间 ,而 L*(R) 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ,从 而 可 以 定 
义 投影 算 子 已 :L2CR)-~Vi, 亦 即 
V;=PL(R), jE€eZ. (8. 1. 20) 
由 于 有 VCViwi, 则 Pj,, 一 P) 也 是 L*(R) 上 的 投影 算 子 . 若 用 W,; 标记 该 
算 子 的 值 域 , 则 有 


Wi) = (Pj — PI)L’(R), jE€Z, (8.1.21) 
且 W 是 Vi 在 Vi 中 的 正 交 补 ,可 记 做 
Vin =W,@V, jEeZ. (8. 1. 22) 


W; 是 L*(R) 的 闭 子 空间 , 它 具 有 以 下 重要 性 质 
(1) {W,)jez 两 两 正 交 ; 
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(2) W, 是 L*(R) 的 正 交 分 解 , 即 
LR) = OW, (8.1.23) 
(3) 车 u(z) EW,Su(27) EW 
所 以 , 当 有 了 任 一 子 空间 W, 的 正 交 基 后 ,就 可 得 到 所 有 子 空间 的 正 交 基 ， 
从 而 也 就 获得 了 L*(R) 的 正 交 基 . 
由 于 gl)EVoCVi, 而 (2+g(2z 一 k))iez 是 Vi 的 标准 正 交 基 , 则 下 式 
g(x) 一 2Cp (27), (8. 1. 24) 
E 


称 为 二 尺度 方程 . 由 多 分 辨 分 析 理 论 可 知 ,根据 P(z) 的 性 质 和 二 尺度 方程 可 以 
求 得 小 波 母 函数 y(z) ,由 它 生成 的 序列 
pualz) = 21y(2iz—k), jkEZ, (8. 1.25) 
是 子 空间 W, 的 标准 正 交 基 , 即 
W, = span{gr}iez: (8.1.26) 
由 于 {Wj)jez 是 L*(R) 的 正 交 分 解 , 故 序列 (8. 1. 25) 是 L*(R) 的 标准 正 交 基 . 一 
般 称 (8. 1.25) 为 L*(R) 的 小 波 正 交 基 ,，W, 为 小 波 空间 . 

从 需要 的 角度 看 ,小 波 母 函数 y(z) 最 好 是 具有 较 好 的 局 域 性 和 光滑 性 . 由 
于 yz) 是 通过 尺度 函数 P(z) 构 造 出 来 的 , 故 在 很 大 程度 上 取决 于 p(z) 的 局 域 
性 和 光滑 性 ,通常 pg(z) 为 一 个 低 通 平滑 函数 . 

由 以 上 分 析 可 知 , 一 旦 符合 要 求 的 尺度 函数 和 小 波 母 函数 被 构造 出 来 ,通过 
尺度 函数 p(x) 的 平移 和 伸缩 获得 序列 {gp,,,(z)} 二 {2fg(2iz 一 k)),wez 成 为 尺度 
空间 WwW 的 标准 正 交 基 ; 同样 地 ,通过 小 波 母 函数 的 平移 和 伸缩 而 获得 序列 
{pw《z)} 三 {24y(2’z 一 ))jwez 成 为 小 波 空间 Wi 的 标准 正 交 基 , 且 其 全 体 就 构 
成 希 尔 伯 特 空间 L?*(R) 的 标准 正 交 基 . 


8.1.4 多 分 辩 分 析 中 函数 的 分 解 与 逼近 


由 前 面 对 多 分 辨 分 析 的 介绍 可 知 ,L* (R) 被 分 解 为 一 系列 尺度 空间 和 小 波 
空间 ,而 且 在 相 邻 子 空间 之 间 有 二 进 分 辩 率 的 差别 . 这 就 意味 着 一 个 函数 在 不 同 
子 空间 中 的 投影 ,可 以 表示 为 不 同 分 辩 率 的 基 函 数 展开 . 

设 /(z) EL?(R) ,根据 投影 定义 PL:(R) 一 Vi ,可知 P,f(z) 为 V 中 的 函 
数 . 若 记 做 f;(z), 则 有 

PiF(z) 一 万 (z) E Vi- (8.1.27) 

若 定义 Di 为 上 CR) 到 机; 的 投影 , 即 多 ;一 DiL:(CR) , 则 D,f(z) 为 W,; 中 的 

函数 . 若 记 做 g;(z), 则 有 
Dif(z) = gj(7) € W,. (8. 1. 28) 
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根据 尺度 空间 与 小 波 空间 之 间 的 关系 
Vs =V, @W,, 
可 知 
fz) = f(z2) + gz); (C8. 1. 29) 
而 且 f(z) 和 g; (xz) 相互 正 交 . 

对 式 (8. 1. 29) ,可 以 解释 为 g; (z+) 是 fj;,1(z) 与 f;(z) 之 差 , 而 六， (x) 和 
f(z) 为 f(z) 在 两 个 不 同 分 辨 空间 中 的 投影 ,gj (xz) 是 这 两 个 投影 之 差 . 由 于 尺 
度 函 数 的 低 通 特性 ,在 WwW 上 的 投影 主要 是 函数 的 轮廓 概貌 ,或 称 平滑 逼近 ,而 小 
波 空间 中 的 投影 为 其 细节 信息 . 如 果 把 f;,,(z) 看 做 是 原始 函数 , f; (zx) 看 做 它 
的 一 个 投影 , 则 g, (x) 就 是 投影 与 原 函 数 之 间 差异 的 精细 部 分 . 这 种 情况 有 如 图 
8-1 所 给 出 的 示意 . 


-2 一 一 


2 3 4 5 6 7 8 
(b) 在 久 中 的 投影 Pf(x) 
EE 2 


(9) 在 所 中 的 投影 Daf(x) 
图 8-1 函数 的 分 解 波形 


如 果 把 过 程 (8. 1. 29) 继 续 下 去 ,就 可 得 

fi z)=pg 7) tg (x) tg sz) tt g(r) + f(x), (8. 1. 30) 
这 是 函数 的 一 种 多 级 正 交 分 解 . f,(z) 是 firi(z) 的 概 移 ;gi (7x) (8 二 j,j 一 1,…》 
是 各 级 精微 差异 , 随 着 上 的 降低 ,被 舍 去 的 误差 越 来 越 精微 , 即 对 函数 的 有 逼 近 越 
来 越 精确 . 从 另外 一 个 角度 看 ,也 就 是 对 函数 分 析 得 越 来 越 精细 , 即 是 一 种 多 分 
辨 率 分 析 . 

根据 尺度 空间 和 小 波 空间 中 标准 正 交 基 的 特点 ,显然 可 以 有 如 下 表示 

Pf (7) = f(z) = Df paz)) paz), (8.1.31) 
名 
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Dif(z) = g 7) = Df GT GT), (8. 1. 32) 
Ed 


而 (f(z) ,gia(z)) 和 (f(z) ,p(xz)) 分 别 就 是 离散 尺度 函数 变换 和 离散 小 波 函 
数 变换 . 这 样 就 把 函数 的 多 分 辩 分 析 与 小 波 变换 联系 了 起 来 . 


$ 8.2 常用 的 小 波 正 交 基 


通过 各 种 途径 已 经 构造 出 了 相当 数量 的 小 波 正 交 基 , 基 于 它们 所 具有 的 不 
同 特性 ,在 各 种 不 同 领域 已 有 了 成 功 的 应 用 . 下 面 将 简要 描述 在 电磁 场 的 时 域 多 
分 辨 分 析 中 成 功 应 用 的 几 种 小 波 正 交 基 , 以 其 为 讨论 基于 不 同 正 交 小 波 基 的 时 
域 多 分 辨 分 析 方 法 的 基础 . 


8.2.1 正 交 小 波 基 的 性 能 描述 


在 描述 个 别 正 交 小 波 基 的 特性 之 前 ,我 们 先 就 反映 其 性 能 的 指标 或 参量 加 
以 说 明 . 

1. 正 交 性 

正 交 性 是 正 交 小 波 基 最 基本 的 特性 . 在 一 个 多 分 辨 分 析 结 构 中 , 若 已 构造 了 
小 波 正 交 基 , 则 除了 小 波 的 正 交 性 外 ,还 包括 尺度 函数 以 及 尺度 函数 与 小 波 函 数 
之 间 的 正 交 关 系 . 

在 讨论 正 交 多 分 辩 分 析 时 已 经 说 明 , 若 尺度 函数 为 wp(z), 由 它 构造 出 的 小 
波 母 函数 为 %z), 则 由 它们 经 平移 和 伸缩 生成 的 离散 尺度 函数 和 小 波 

Pin(T) = 一 2028(2rz 一 上 )，7JEZ， 


(8.2.1) 
paz) = 20202z 一 上 ，7JE DZ， 
具有 以 下 的 正 交 性 
(Gaz) pr T= 0, jksk ED ， (8. 2.2) 
(pa CT pr (7)) = 6w, jj sk,k EZ, (8.2.3) 
其 中 
3， = 1， m=n, 
10，m 关 nn. 
此 外 ,由 于 有 下 列 空间 分 解 关系 
Vi = W;, OW, OW: DOW,, DV,,, 
则 有 
(falT) ,Gir (7)) = 0, (8. 2.4) 


Fi jirkik’ € 2 
除了 上 面 定义 的 正 交 小 波 ,还 可 以 定义 其 他 形式 的 小 波 , 其 正 交 性 质 会 有 所 
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不 同 . 

2. 支撑 集 的 紧 性 

若 函 数 f(z) 的 定义 域 为 Q, 则 在 Q 中 使 fCz) 取 0 的 那些 点 的 全 体 所 构成 的 集 
合 的 闭 包 称 为 /(z) 的 支撑 集 或 支 集 , 若 该 集合 是 紧 集 , 称 f(z) 具 有 紧 支撑 集 . 

我 们 希望 尺度 函数 和 小 波 母 函数 具有 良好 的 局 域 性 ,其 支撑 集 的 紧 性 和 长 
度 直 接 反 映 了 它们 所 具有 的 局 域 性 .有 的 小 波 具 有 理想 的 紧 支 撑 集 ,有 的 支撑 集 
却 会 扩展 到 整个 实 轴 ,表现 出 明显 的 差异 . 对 不 具备 紧 支 集 的 小 波 在 应 用 中 需要 
截断 ,因而 会 引 和 人 误 差 . 所 以 ,要 根据 需要 选择 合适 的 小 波 . 不 存在 时 域 和 频 域 同 
时 具有 紧 支 撑 集 的 小 波 基 , 人 们 一 般 更 希望 在 时 域 具有 紧 支 撑 集 , 故 通常 讨论 在 
时 域 支撑 集 的 紧 性 . 

3. 消失 矩 和 衰减 性 

函数 多 z) 若 满足 


由 zty(z)dz 一 0，A 一 0,1,2, 一 1， (8.2.5) 


就 说 它 具 有 m 阶 消失 矩 . 小 波 函 数 消 失 和 矩 的 阶 数 是 其 特性 的 一 个 重要 指标 , 它 
与 小 波 的 支撑 集 的 长 度 和 衰减 的 速度 直接 相关 . 理论 证 明 , 若 
Iyl<cd+|lzrD)™™,yzr) € C"(R), 

且 当 lm 时 ,y*”(z) 有 界 , 则 yl(z) 有 直至 m 阶 的 消失 矩 ,其 中 C 为 常数 ， 

在 实际 应 用 中 ,小 波 矩 也 不 一 定 完全 消失 ,只 要 相对 而 言 非常 小 就 可 以 了 . 
此 外 ,多 少 阶 消失 托 为 最 佳 ,和 实际 问题 的 要 求 有 关 . 

4. 连续 性 和 可 微 性 

一 个 理想 的 小 波 函 数 应 具有 良好 的 连续 性 和 尽量 高 阶 的 可 微 性 . 但 是 ,实际 
的 小 波 函 数 往往 存在 茶 种 缺陷 ,尤其 是 难以 保证 各 种 性 能 均 优良 ,这 就 要 求 根据 
实际 需要 加 以 选择 . 

5, 对 称 性 

车 函数 p(x)EL?CR), 当 pla 十 xz) 二 g(a 一 zx) 时 , 称 p(z) 相 对 于 a 是 对 称 
的 ; 当 g(a 十 z) 二 一 pla 一 z+) 时 ,就 称 pg(z) 相 对 于 a 是 反对 称 的 . 对称 性 是 尺度 
函数 和 小 波 函 数 的 重要 性 质 之 一 , 它 会 给 应 用 带 来 很 多 方便 . 


8.2.2 Haar 小 波 正 交 基 


Haar 小 波 是 最 早 提出 并 得 到 应 用 的 小 波 , 它 在 多 分 辩 分 析 理论 建立 之 前 就 
已 经 出 现 ,但 也 可 以 通过 多 分 辨 分 析 构 造 出 来 .构造 Haar 小 波 的 尺度 函数 为 
11，ze[o,1)， 


(xz) = hz) = | (8.2.6) 
人 lo， 其 他 . 


它 是 特征 函数 Xro, (z) ,小 波 母 函数 %(z) 为 
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1， 人 二 了 雪村， 


WCz) = p(2z) 一 p(2z 一 1) = | 


一 
1l, F<r<1 
0， 其 他 . 
其 波形 如 图 8-2 所 示 . 
ie 下 een Dd 
1 1 
2 4 
0 1 一 0 Tx 0 pF 四 
-1 -l = -l 
图 8-2 p(x) 和 wy(x) 的 波形 
由 ylz) 生 成 的 离散 小 波 为 
baz)= 2 gp(2iz —k) 
人 k 2k 十 1 
上 E > 区 <7< 人， 
一 二 
1 2 2 <z< 针 1， j'kEZ 
Lo, 其 他 . 
它 构成 L?(R) 的 一 个 标准 正 交 基 ,其 波形 如 图 8-3 所 示 . 
水 不 
人 
$B 
人 
(b) 
A 
Wa 
* 


图 8-3 Yi. (x) 的 波形 


x 
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不 难看 出 , Haar 小 波 在 时 域 上 是 不 连续 的 ,但 具有 对 称 性 ,%(z) 的 支撑 集 
为 [0,1], 显 然 是 紧 的 . 它 的 最 大 优点 是 计算 简单 . 


8.2.3 Battle-Lemarie 小 波 正 交 基 


Battle-Lemarie 小 波 基 是 从 B- 样 条 函数 出 发 ,利用 多 分 辩 分 析 构 造 出 来 的 
正 交 小 波 基 . 样 条 函数 (Spline Function) 是 一 类 分 段 光 滑 且 在 各 段 交接 处 具有 
一 定 光滑 性 的 函数 . 在 小 波 分 析 中 用 得 最 多 的 是 基数 B- 样 条 (Cardinal B- 
Spline) 函数 ,因为 它 具 有 最 小 可 能 的 支撑 集 长 度 . 

浆 阶 也 样 条 是 Haar 尺度 函数 与 其 自身 m 次 卷 积 运算 所 得 的 函数 , 记 做 N。 
(z). 其 前 三 阶 的 形式 为 


1, 0<z<1, 
Ny SS (8.2.9) 
(7) = Xro,y (z) 人 其 他 ， 
NCD= NC Nz) 一 | NONCz 一 Ddr 
T， 0 二 工 忌 1， 
=12—z,，1<zr<2, (8.2.10) 
0， 其 他 ; 
Ns Cz)= Na(z) # Ni(z) = zNi(z) — (2— Zz)N,(z) 
Be， 0<zr<l, 
3 3 
3—(r—3):, 1<r<2, 
= 4 2 ee (8.2.11) 
至 (z 一 2， 2<r<3, 
0， 其 他 . 


和 NiCz)，Na(Cz) 和 Nas(z) 分 别称 为 一 次 ,二 次 和 三 次 B 样 条 函数 . 显然 ,由 Ni (z) 
构造 的 小 波 正 交 基 就 是 Haar 小 波 基 . 由 Na (z) 不 能 直接 构成 正 交 多 分 辩 分 析 ， 
需要 通过 正 交 化 方法 而 构造 所 需 的 尺度 函数 ,该 函数 可 表示 为 


yp(Cz) 一 V3 Cup(z 一 所 ， (8.2.12) 
其 中 C, 为 (1 十 2cos; 二) 的 傅 里 叶 系数 . 而 小 波 母 函 数 则 可 表示 为 
yz) -Da 一 2d + di1) Ni(2z—k), (8. 2. 13) 


i 
其 中 a 为 [ 一 si 各)/(1Heoss 条 )(1+eos’ 全 )] 的 傅 里 叶 系数 . 


由 于 正 交 化 过 程 破坏 了 紧 支撑 性 ,p(z) 不 是 紧 支 撑 的 . 


276 肥 变 电磁 场 一 一 理论 和 计算 


类 似 地 ,对 于 三 次 样 条 函数 也 需要 正 交 化 方法 构造 相应 的 尺度 函数 pCz) 和 
小 波 母 函数 y(z) ,由 它们 所 产生 的 正 交 小 波 基 称 为 三 次 B- 样 条 Battle-Lemarie 
正 交 小 波 基 . pg(z) 和 y(z) 及 其 频谱 由 图 8-4 和 图 8-5 给 出 . 

尺度 函数 和 小 波 母 函数 有 时 用 其 传 里 叶 变 换 给 出 更 为 方便 , Battle-Lemarie 
三 次 样 条 的 p(x) 和 ylz) 对 应 的 仁 里 叶 变 换 分 别 为 


ln 


(8.2.14) 
_ ua Bo 十 2z) /四 2 
We /2 (多 )， 0 
如 图 8-4(b) 和 图 8-5(b) 所 示 . 
hp) 
150 
6 3 之 * 
-050 
(a) 小 波 尺度 函数 
4 Po 
12 
-15 -10 5 10 End 


(b) 小 波 尺度 函数 的 傅 里 叶 变换 
图 8-4 三 次 B 样 条 BattleLemarie 小 波 尺度 函数 及 其 傅 里 叶 变 换 


由 图 8-4 和 图 8-5 可 以 看 出 ,pg(z) 具 有 低 通 的 性 质 ,而 y(x) 则 是 一 种 带 通 
函数 . 
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yo 1glo)l 
15 12 
1.0 
08 
05 
06 
-一 一 一 证- 一 一 04 
-05 1 o2 
1.0 -i 0 0 让 0 
(a) 小 波 母 函数 (b) 小 波 母 函数 的 传 里 叶 变换 


8-5 三 次 样 条 Battle-Lemarie 小 波 母 函数 及 其 傅 里 时 变换 的 幅度 


虽然 B 样 条 函数 具有 紧 支 撑 集 ,但 为 了 正 交规 一 化 所 采取 的 措施 ,使 得 具 
有 正 交 性 的 Battle-Lemarie 小 彼 正 交 基 丧失 了 紧 支 撑 性 ,使 其 支撑 集 扩展 到 整 
个 实 轴 . 所 幸 的 是 小 波 函 数 是 指数 衰减 的 . 


8. 2.4 Daubechies 小 波 正 交 基 


上 面 提 到 的 小 波 正 交 基 中 ,Haar 小 波 基 具 有 紧 支 撑 集 ,而 Battle-Lemarie 小 波 
基 则 不 具备 ,还 有 很 多 小 波 基 也 不 具有 紧 支 撑 集 . 由 于 小 波 的 紧 支撑 集 特 性 对 其 应 
用 具有 重要 意义 ,因此 形成 一 套 构 造 具有 紧 支 撑 集 的 正 交 小 波 基 的 方法 十 分 必要 ， 
正 是 在 这 种 情况 下 ,Daubechies 等 进一步 发 展 了 多 分 辩 分 析 法 ,形成 了 一 套 构造 紧 
支撑 集 正 交 小 波 基 的 方法 . 遗憾 的 是 ,所 获得 的 标准 正 交 小 波 基 不 能 写成 解析 形 
式 , 但 是 ,它们 的 图 形 可 以 通过 一 种 “级 连 算法 "的 程序 计算 到 任意 高 的 精度 . 

构造 紧 支 撑 集 的 小 波 的 关键 是 构造 出 紧 支撑 集 的 正 交 尺 度 函 数 p(z). 按照 
Daubechies 的 方法 ,plz) 用 一 个 有 限 项 的 三 角 多 项 式 mo (6 来 表达 它 的 傅 里 叶 变换 


82(6) = (2r) [mo 27), (8. 2. 16) 
其 中 
1 
《6) 一 一 区 (8. 2.17) 
mo (和 ND: e 


对 应 不 同 的 N, 可 得 不 同 的 pvCz) 和 yy(z). 由 此 可 以 看 出 ,ps 和 ys 由 低 通 滤 
波 系数 序列 {g,),>o 完全 确定 . 可 以 证 明 , 当 N 一 1 时 ,gs 和 ys 退化 为 Haar 尺 
度 函 数 和 小 波 母 函数 . Daubechies 小 波 基 不 仅 具 有 Haar 小 波 的 正 交 性 和 紧 支 
撑 性 ,更 具有 连续 性 . 但 是 , 除 Haar 小 波 外 ,gw 和 %uxCN>1) 没 有 解析 表达 式 ， 
而 由 系数 {g,) 确 定 它们 的 一 切 . 

当 N=2~10 时 ,{g,} 的 值 由 表 8-1 给 出 ,而 相应 的 一 些 图 形 则 由 图 8-6 给 
出 .由 图 8-6 可 以 看 出 ,Daubechies 小 波 不 具 对 称 性 . 理论 已 证 明 , 实 的 正 交 、 紧 
支撑 集 的 小 波 , 只 有 Haar 系 是 对 称 的 . 此 外 ,ww 的 消失 和 矩 为 N ,而 pv 和 ys 的 
支撑 集 长 度 为 2N 一 1. 
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表 8-1 低 通 滤波 系数 8。 数值 计算 表 


Bn 


N=2 


.482 962 913 144 534 1 
.836 516 303 737 807 7 
.224 143 868 042 013 4 
一 .129 409 522 551 260 3 


N=3 


.332 670 552 950 082 5 
.806 891 509 311 092 4 
.459 877 502 118 491 4 
一 .135 011 020 010 254 6 
一 .085 441 273 882 026 7 
.035 226 291 885 709 5 


N=4 


.+230 377 813 308 896 4 
.714 846 570 552 915 4 
.630 880 767 939 858 7 
,027 983 769 416 859 9 
.187 034 811 719 093 1 
.030 841 381 835 560 7 
.032 883 011 666 885 2 
—.010 597 401 785 069 0 


| 


1 


.+160 102 397 974 192 9 
.603 829 269 797 189 5 
.724 308 528 437 772 6 
.138 428 145 901 320 3 
-.242 294 887 066 382 3 
一 .032 244 869 584 638 1 
.077 571 493 840 045 9 
一 .006 241 490 212 798 3 
-.012 580 751 999 082 0 
,003 335 725 285 473 8 


+ 


.111 540 743 350 109 5 
.494 623 890 398 453 3 
.751 133 908 021 095 9 
.315 250 351 709 198 2 
.226 264 693 965 440 0 
一 .129 766 867 567 262 5 
.097 501 605 587 322 5 
.027 522 865 530 305 3 
—.031 582 039 317 486 2 
.000 553 842 201 161 4 
.004 777 257 510 945 5 
一 .001077 301 085 308 5 


bi 


.007 852 054 085 003 7 

.396 539 319 481 891 2 

.729 132 090 846 195 7 

.469 782 287 405 188 9 
一 .143 906 003 928 521 2 
—. 224 036 184 993 841 2 
.071 309 219 266 827 2 
-080 612 609 151 077 4 
.038 029 936 935 010 4 
.016 574 541 630 665 5 
.012 550 998 556 098 6 
.000 429 577 972 921 4 
.001 801 640 704 047 3 
.000 353 713 799 974 5 


n Bn 

N=8 | 0 .054 415 842 243 107 2 
1 -312 871 590 914 316 6 
2 .675 630 736 297 319 5 
3 .585 354 683 654 215 9 
4 .015 829 105 256 382 3 
5 —.284 015 542 961 582 4 
6 .000 472 484 573 912 4 
.128 747 426 620 489 3 
8 一 .017 369 301 001 809 0 
9 一 .044 088 253 930 797 1 
10 .013 981 027 917 400 1 
11 .008 746 094 047 406 5 
12 一 .004 870 352 993 452 0 
13 一 .000 391 740 373 377 0 
14 .000 675 449 406 450 6 
15 ,000 117 476 784 124 8 

N=9 0 .038 077 947 363 877 8 
1 .243 834 674 612 585 8 
2 .604 823 123 690 095 5 
3 .657 288 078 051 273 6 
4 .133 197 385 824 988 3 
5 .293 273 783 279 166 3 
6 一 .096 840 783 222 949 2 
7 .148 540 749 338 125 6 
8 .030 725 681 479 338 5 
9 .067 632 829 061 327 9 
10 .000 250 947 114 834 0 
11 .022 361 662 123 679 8 
12 | 一 .004 723 204 757 7518 
13 ,004 281 503 682 463 5 
14 .001 847 646 883 056 3 
15 :000 230 385 763 523 2 
16 一 .000 251 963 188 942 7 
17 + 000 039 347 320 316 3 

N=10| 0 .026 670 057 900 547 3 
1 .188 176 800 077 634 7 
2 .527 201 188 931 575 7 
3 .688 459 039 453 436 3 
4 .281 172 343 660 571 5 
5 一 .249 846 424 327 159 8 
6 一 .195 946 274 377 286 2 
7 -127 369 340 335 754 1 
8 .093 057 364 603 554 7 
9 -071 394 147 166 350 1 
10 一 .029 457 536 821 839 9 
11 .033 212 674 059 361 2 
12 .003 606 553 566 987 0 
13 | 一 .010 733 175 483 300 7 
14 -001 395 251 747 068 8 
15 .001 992 405 295 192 5 
16 + 000 685 856 694 956 4 
17 -000 116 466 855 128 5 
18 .000 093 588 670 320 2 
19 | 一 .000013 264 202 894 5 
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图 8-6 各 阶 的 Daubechies 小 波 y(t) 和 相应 尺度 函数 p(i) 
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§ 8.3 基于 Haar 小 波 基 的 时 域 多 分 辨 分 析 法 “" 


虽然 时 域 有 限 差分 法 具有 非常 突出 的 优越 性 ,但 由 于 存在 数值 色散 ,用 于 电 
大 目标 (目标 尺度 远大 于 入 射 波 波长 ) 时 会 导致 明显 的 误差 . 此 外 ,由 于 整个 网 格 
区 间 的 离散 化 使 得 所 需 的 网 格 数目 巨大 ,尽管 时 域 有 限 差 分 方法 的 计算 复杂 度 
相对 最 低 , 但 所 需 的 存储 空间 和 CPU 时间 仍 然 非常 可 观 , 以致 很 多 复杂 的 电磁 
场 问 题 在 当代 计算 机 技术 水 平 上 仍 无 法 解决 . 

为 了 提高 时 域 有 限 差分 法 的 计算 效率 并 满足 各 种 需要 ,人 们 对 其 进行 了 各 
种 改进 ,其 中 之 一 就 是 局 部 网 格 细 化 技术 . 采用 这 种 技术 的 目的 在 于 ,在 提高 计 
算 精 度 的 同时 又 不 过 多 地 增加 对 计算 机 的 要 求 ,基本 做 法 是 对 场 量变 化 较 快 或 
几何 结构 需 精确 模拟 的 区 域 进 行 网 格 细 分 . 这 种 方法 完全 是 在 时 域 有 限 差分 法 
的 原 有 框架 内 进行 的 ,在 算法 上 没有 新 意 . 

在 20 世纪 90 年 代 , 一 种 用 于 电磁 场 计算 的 叫做 时 域 多 分 辨 分 析 (MRTD) 
法 被 提出 来 "5 ,该 方法 将 电磁 场 用 多 分 辨 分 析 的 尺度 函数 和 小 波 函 数 作为 基 函 
数 展开 ,并 用 伽 辽 金 法 对 麦克 斯 韦 旋 度 方程 进行 离散 ,构成 一 种 既 与 时 域 有 限 差 
分 法 有 关 又 具有 更 深刻 意义 的 全 新 的 时 域 方法 . 时 域 多 分 辨 分 析 法 给 出 了 一 个 
新 的 统一 的 理论 构 形 ,将 时 域 有 限 差分 法 与 其 他 电磁 场 的 分 析 方法 联系 起 来 ,从 
而 使 复杂 的 电磁 场 问题 对 计算 机 存储 空间 和 CPU 时 间 的 要 求 降 低 了 一 个 数量 
级 , 这 是 因为 与 传统 的 时 域 有 限 差 分 法 相 比 , 在 相同 的 精度 水 平 上 ,时 域 多 分 辨 
分 析 法 所 用 的 网 格 可 以 更 粗 些 ,只 在 所 需 的 区 域 选用 更 高 的 分 辨 率 . 事实 上 , 传 
统 的 时 域 有 限 差 分 法 只 不 过 是 在 时 域 多 分 辨 分 析 法 中 将 小 波 基 范 数 换 成 矩形 脉 
冲 (Haar 尺度 函数 ) 的 特殊 情况 . 

在 计算 细 化 区 域 的 边界 场 时 ,应 用 局 部 网 格 细 化 技术 的 时 域 有 限 差 分 法 会 
用 到 非 细 化 区 域 中 不 存在 的 场 值 , 作 插值 计算 时 会 引入 误差 ,而 时 域 多 分 辩 分 析 
法 无 需 对 初始 网 格 进行 细 化 . 在 小 波 基 函 数 中 , 场 量 的 展开 系数 由 检验 函数 在 每 
个 网 格 点 由 计算 得 到 ,通过 在 每 个 初始 网 格 点 利用 更 高 阶 的 展开 基 函 数 而 达到 
高 分 辩 率 . 在 每 个 网 格 点 的 展开 系数 与 其 邻近 网 格 点 的 系数 有 关 , 但 该 系数 在 不 
需要 对 场 进行 高 分 辨 描述 的 区 域 中 足够 小 ,完全 可 以 忽略 ,而 这 对 高 分 辨 区域 边 
界 及 其 内 部 的 系数 没有 影响 . 因此 ,时 域 多 分 辨 分 析 法 提供 了 一 种 截断 高 分 辨 区 
域 的 严格 的 方法 ,作为 决定 是 否 需要 高 分 辩 的 检验 函数 : 当 小 波 系数 较 大 时 ,对 
高 分 辩 的 小 波 系数 进行 计算 ; 较 小 时 则 被 忽略 ,小 波 系数 的 计算 不 再 继续 . 在 这 
种 方法 的 计算 中 ,高 分 辨 区 域 自 适应 地 改变 ,小 波 系数 提供 低 一 阶 分 辩 率 水 平 上 
场 的 空间 变化 率 和 时 间 变 化 率 的 信息 . 

时 域 多 分 辩 分 析 的 展开 基 函 数 若 只 用 尺度 函数 , 则 称 为 SSMRTD; 若 也 与 
小 波 母 函数 混合 使 用 , 则 称 为 W-MRTD. 
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8.3.1 Haar 尺度 函数 多 分 辨 分 析 和 FDTD 


为 了 说 明 时 域 多 分 辩 分 析 与 时 域 有 限 差分 法 之 间 的 关系 ,考虑 由 Haar 尺 
度 函 数 作 为 基 范 数 时 所 形成 的 MRTD 方程 . 为 简单 起 见 , 把 展开 的 对 象限 制 为 
在 无 耗 无 源 均匀 媒质 中 沿 z 轴 方 向 传播 的 电磁 波 所 满足 的 麦克 斯 韦 方程 
aE. _ 19H, 3H,_ 19E. gy 
Bt € ar 3 ”六 az 
时 间 离 散 函 数 用 有 (2) 表示 ,Haar 尺度 函数 仍 用 wp(z) 表 示 , 它 们 分 别 为 具有 


宽度 At 和 Az 的 单位 矩形 脉冲 . 基 函 数 由 h(i) 和 gp(z) 平 移 得 到 ,其 形式 为 


hh) 一 (总 一 外)， (8. 3. 2) 
k,mEZ, 
zx 
RZ)=9 (站 一 m)， (8. 3.3) 
其 中 
Ls < 去 ， 
AD = 1 去 ，lz1= 玛 ， (8.3.4) 
1 
0， 5 
[ lil>3 


而 的 上 角 标 表示 只 用 零 级 [相当 于 式 (8. 2. 1) 中 7 一 0]. 
按照 MRTD 的 习惯 表示 方法 . 可 把 场 量 依 上 述 基 函数 展开 为 
E.(z,t)= DE nh Daz), 
H,(z,t)= DHE yh poy C2). (8. 3.5) 
经 


其 中 上 角 标 yp? 表示 是 对 零 级 尺度 函数 的 展开 系数 . 
把 展开 式 (8. 3.5) 代 入 方程 (8. 3. 1) 的 第 一 式 , 并 利用 伽 辽 金 法 进行 离散 , 即 
可 得 到 


[Beis 六 GD Jhr Dg Cn) dr 


所 [Bui Ro C2) ji (DZ (zx)dzrdt. (8.3.6) 
根据 表达 式 (8. 3. 4) ,容易 证 明 函 数 反 (2) 具 有 以 下 性 质 
{hha = [a hr — DAtdr 一 (CADB8 
(8.3.7) 
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人 ha 号 RD 二 
一 太太 一 4 如 ( 坊 一 (++ 诗 ))at 
一 [4( 丰 4)S[*( 太 (& 十 去) 于 ) 
= 三 A( 直 ~) 志 [s( 去 -*) a( 
= Ow — wn. (8. 3. 8) 


用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ,gs(z) 也 具有 如 式 (8. 3.7) 和 式 (8. 3. 8) 的 性 质 ,只 
需 把 变量 : 变 为 z 就 可 以 了 . 利用 这 些 性 质 ,可 由 式 (8. 3. 6) 得 到 


Cc 


(及 十 D) ja 


Az 了) ERs.n (Bor 一 Duer)8se 一 PHY th CB — Bnet Bins 
而 且 进 一 步 可 得 
: ; pe 
Eryn = Erm t A CHEm4 — HEm4). (8.3.9) 


类 似 地 ,把 展开 式 (8. 3. 5) 代 入 式 (8. 3. 1) 的 第 二 式 , 并 且 将 hei (和 
你: 让 人 2 作 入 下 本 可 旬 全 开会 这 可 以 得 到 
一 二 (8.3.10) 
这 样 的 结果 构成 一 个 步 进 的 吉 推 关系 . 为 了 对 比 ， 并 进一步 理解 这 些 方程 的 
意义 ,把 传统 的 FDTD 法 中 的 中 心 差分 近似 用 于 方程 (8. 3. 1), 且 仍 用 FDTD 中 
的 惯用 符号 ,就 可 得 到 


Brim = EtGm + Em+t 下 


2 


)—H:(m— 2)]' 8.3.1D 
Hn (m+ 去 )= 三 (mt 训 + 入 [Et m+ D 一 Et)] 

(8. 3. 12) 

分 别 把 式 (8. 3. 9) 和 式 (8. 3. 10) 与 式 (8. 3. 11) 和 式 (8. 3. 12) 进 行 对 比 ,不 难 

发 现 两 者 具有 完全 一 样 的 格式 . 由 FDTD 中 各 量 的 含义 可 知 ， 三 .可 理解 为 电场 
EE, 在 网 格 m 处 & 时 间 步 的 取 值 ,而 HY”. 则 是 磁场 五 , 在 网 格 m 处 上 时 间 步 的 
取 值 . 这 一 结果 说 明 ,时 域 多 分 辩 分 析 法 和 时 域 有 限 差 分 法 在 原理 上 是 相通 的 ， 
时 域 有 限 差 分 法 只 是 时 域 多 分 辩 分 析 法 的 一 种 最 简单 的 特殊 情况 . 如 果 在 展开 


式 中 采用 高 阶 的 尺度 函数 ,就 可 得 到 高 阶 的 时 域 有 限 差分 法 . 如 果 在 展开 式 中 增 
加 小 波 基 范 数 , 就 能 得 到 更 复杂 但 也 更 精确 的 电磁 场 的 时 域 算法 . 
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8.3.2 基于 Haar 单 阶 小 波 的 一 维 时 域 多 分 辨 分 析 法 


用 Haar 尺度 函数 和 小 波 函 数 作 为 正 交 基 的 时 域 多 分 辨 分 析 法 具有 简单 的 
形式 .由 于 Haar 尺度 函数 和 小 波 函数 具有 有 限 的 支撑 集 , 大 大 有 利于 时 域 多 分 
辩 分 析 法 的 执行 ,使 得 就 人 射 波 而 言 , 对 吸收 边界 条 件 及 非 均匀 媒质 的 处 理 相 
对 简单 .基于 Haar 小 波 基 的 时 域 多 分 辨 分 析 法 的 计算 流程 类 似 于 应 用 局 部 细 
化 网 格 结构 的 时 域 有 限 差 分 法 . 后 者 可 在 某 些 特殊 的 电磁 场 问 题 中 得 到 有 效 
的 应 用 ,但 为 了 防止 不 稳定 性 , 需 采 取 某 种 经 验 性 的 、 往 往 不 具有 一 般 性 的 修 
正 . 相 比 之 下 ,时 域 多 分 辩 分 析 法 在 一 种 稳定 的 结构 中 提供 了 完全 不 同 的 严格 
的 算法 . 

为 了 便于 理解 ,首先 对 一 维 电磁 场 问 题 的 时 域 多 分 辨 分 析 法 进行 阐述 ,然后 
再 推广 到 二 维和 三 维 问题 . 而 且 , 首 先 分 析 单 一 分 辩 率 的 问题 ,然后 再 推广 到 多 
分 辩 率 . 假设 考虑 的 是 均匀 媒质 空间 ,分 别 用 Az 和 At 表示 空间 和 时 间 的 离散 
步 长 ,时 间 离 散 函数 用 h(t) 表示 ,尺度 函数 为 g(x) ,小波 母 函数 %(z) 由 式 
《8.2.6) 和 (8.2.7) 给 出 .h(t) 和 go《z) 仍 如 式 (8. 3.2) 和 (8, 3.3) 所 示 ,y, (zx) 
则 为 


yn (Z) =y( 记 m), (8. 3. 13) 


式 中 没有 指明 小 波 母 函数 的 等 级 ,其 对 任何 单一 等 级 都 是 成 立 的 [以 下 用 到 的 是 
网 (z)]. 应 用 对 象 仍 如 式 (8. 3. 1) 所 表示 的 在 无 耗 无 源 均匀 媒质 空间 中 , 沿 x 轴 
传播 的 电磁 波 满足 的 麦克 斯 韦 旋 度 方程 . 
将 电磁 场 各 分 量 分 别 按 以 下 形式 展开 , 即 
E.(z10) = DLEFh gz) + EVA Dz)], (8. 3.14) 


本 (zi = DLHEh DP C7) + Hh (DP Ct)], 
名 


(8. 3.15) 
并 代入 方程 (8. 3. 1) ,然后 利用 伽 辽 金 法 . 考虑 到 尺度 函数 和 小 波 函 数 的 正 交 性 ， 
不 难得 到 单 阶 小 波 的 时 域 多 分 辩 分 析 方程 


B= EY + 人 M(H — HE, — HE + HI), (8.3.16) 


kml 


El = Er, + 人 EC. +3HE, 一 HE + HY ), (8.3.17) 


HE = Hs t+ ME +ES Et, El), (8.3.18) 
LAT 


Hen = HE +t MC Es — El + EY, — 3EY,), (8.3.19) 
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1 其 中 六 表示 时 间 离 散 点 的 编号 ,m 表示 沿 = 轴 的 空间 
| 一 名 (。 离散 点 的 编号 ,上 角 标 表示 相应 的 空间 展开 函数 . 如 


_。 上面 所 证 明 的 ,如 果 在 形 如 式 (8. 3. 14) 和 《8. 3. 15) 的 
的 本 全 全 ” 室 间 函数 中 只 包含 尺度 函数 , 则 由 方程 (8. 3. 16) ~ 
也 (8. 3. 19) 可 精确 地 得 到 一 维 时 域 有 限 差分 方程. 这 正 
二 “| ;x,。 说 明 经 典 的 时 域 有 限 差分 法 可 以 看 成 是 时 域 多 分 状 
站 2 分 析 法 的 一 种 特例 . 进一步 观察 可 以 发 现 , 上 面 导出 
4 | 已 wr 的 方程 (8. 3. 16) 一 (8. 3. 19) 与 以 Az/2 为 空间 步 长 的 

| | 时 域 有 限 差分 格式 等 效 . 

His— A 


图 8-7 分 别 描述 了 时 域 多 分 辨 分 析 法 和 时 域 有 
图 8-7 时 域 多 分 辨 。 限 差分 法 中 的 电场 展开 项 ,其 中 上 角 标 了 表示 Yee 氏 
分 析 法 和 时 域 有 限 。。 网 格 中 用 时 域 有 限 差分 法 计算 的 场 量 . 在 Yee 氏 网 格 


差分 法 中 的 电场 展开 项 中 ,时 域 有 限 差分 方程 可 改写 为 

EY 1,2m = BY 二 只 (ny 三 有 3。 5 (8. 3. 20) 

Ben Elsmn + AECHY sm — Hn), (8. 3.21) 

HY = Ha + ret —EY,.), (8. 3. 22) 

Hm = Hn + EE (Esme Elmns). (8. 3. 23) 

经 以 下 将 换 , 丙 种 关 分 格式 的 等 效 性 将 贸 加 明显 

Er.= 趣 E 十 三 aa) (8.3.24) 

EY.= 让 — EY), (8. 3. 25) 

HE 让 (He + Ha )5 (8. 3. 26) 

Bf 一 让 (Hs — HYsmn). (8. 3.27) 


8.3.3 基于 Haar 多 阶 小波 的 一 维 时 域 多 分 辨 分 析 法 


将 单 阶 小 波 的 一 维 时 域 多 分 辨 分 析 法 推广 到 包含 任意 多 阶 小 波 的 一 般 情 
况 , 对 每 阶 小 波 函 数 都 可 按 以 上 方式 单独 推导 ,因为 在 式 (8. 3. 13) 中 并 没有 限定 
小 波 函 数 的 等 级 . 但 是 , 随 着 小 波 级 数 的 增加 ,计算 变 得 越 来 越 复杂 ,因此 需要 一 
种 新 的 表示 方法 使 方程 更 加 紧凑 . 
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很 容易 发 现 ,方程 (8. 3. 16) 一 (8. 3. 19) 可 以 等 效 地 表示 成 以 下 两 个 矩阵 方 


[Es] [EY EL —11|HE. | 
加 -| 上 -总 [ Lesh | |, (8.3.28) 


.(8. 3.29) 


komtl 


若 空 间 离散 点 m 处 用 到 的 小 波 函 数 分 辩 率 的 最 高 等 级 为 工 , 则 一 般 形式 的 时 域 
多 分 辨 分 析 方 程 可 写 为 


[EAI 一 [EH]+ Lae el (8. 3. 30) 
[Hi]= [HW]+ pr CE] (8. 3.31) 
其 中 
[EH] = [EF ,EE ,EY ,EY, “J, (8.3.32) 
[Ho 一 [HE ,HF ,HY ,HAY, ‘HET, 


(8. 3. 33) 


Lo 


[Ek] = [ER ,EF ,Ef ,Ef ee) EY se ES" Tr, C8, 3, 34) 
LHI] = CHES ,HE ,HE ,HE ,1 HE ee HE J (8. 3, 35) 
在 以 上 各 式 中 ,尺度 函数 和 小 波 函 数 分 别 表示 为 
7) = 2ig (2rz oo), yz) =2iy (2 i), (8.3.36) 
其 中 表示 尺度 函数 和 小 波 函 数 的 等 级 ,i 表示 空间 平移 量 . A!*! 和 At*' 均 为 
2 X2 后 阶 矩 阵 ,其 元 素 由 以 下 积分 给 定 


三 [Atz 士 0D)]dz， (8.3.37) 
| EZ We ey, Wiz +2 )]dz. (8. 3. 38) 


其 中 N 为 在 计算 域 中 小 波 函 数 分 辩 率 等 级 数 的 最 大 值 . 例如 , 当 尺度 函数 取 0 
阶 , 小 波 函 数 最 高 取 1 阶 , 即 工 一 1 时 ,小 波 函 数 分 辩 率 的 最 高 等 级 数 为 2. 这 


286 联 变 电磁 场 一 一 理论 和 计算 


时 有 
-1 1 1 -1 0 0 一 
二 没 2 V2 
A = Oe 3 0 Vi V2 V2 oy 
-vv Vi 0 6 2 0 
0 0 0 一 2VZ 0 2 0 6 
-1 1 -1 1 =- 0 0 
1 -1 一 -1 —Vi -7 2V3 0 
4 一 3 WE ga (8. 3. 40) 


0 0 2 0 -6 0 -2 
V2 —Vi -Vi -好 0 一 2 -6 0 


8.3.4 ”二 维和 三 维 时 域 多 分 辨 分 析 法 的 推广 


将 上 述 方法 推广 到 二 维和 三 维 电 磁场 问题 ,不 存在 原则 上 的 困难 ,只 需 选 择 
适当 的 Haar 尺度 函数 和 小 波 函 数 的 组 合 构造 基 范 数 . 在 二 维 问题 中 ,时 间 离 散 
函数 仍 选 用 心 (D ,只 需 对 坐标 z 和 ?> 分 别离 散 化 .如果 只 用 一 阶 小 波 , 则 可 选择 
以 下 几 种 基 函 数 的 组 合 

hi pn Tp CY) hsp, Cx) p(y), 
hi pa Tp hl TY yy), 
其 中 m 和 为 整数 ,分 别 表示 沿 x 轴 和 y 轴 的 空间 离散 点 的 编号 . 以 上 函数 的 
平移 表达 式 仍 可 由 式 (8. 3. 2) , (8. 3.3) 和 (8. 3.13) 给 出 . 
以 TM 波 为 例 ,E. 分 量 可 展开 为 


已 (zy 和 一 六 [EPE CD pa Cz) ,Cy) 十 EBD 的 Cr) g, (y) 


rhomn 


+ Evahi Ct) po (TI, 9) 十 Erste sh CH) pn CI), Cy)], 


(8. 3. 41) 
对 五: 和 五, 也 可 给 出 类 似 的 表达 式 .将 上 式 代入 无 耗 无 源 均匀 媒质 中 的 麦克 
斯 韦 旋 度 方程 的 分 量 式 


ar 1 9E. HH 7 BE。 


人 (8. 3.42) 
仍 利用 伽 辽 金 法 , 则 可 得 到 H, 满足 的 一 组 方程 


Re = HY + ME Erne + Elton — Ero — EY) 


(8. 3. 43) 


I 
a 


rt 
Hy 


lm -Ee + Eee — Er + 3EYE2,,, )» 


(8. 3. 44) 
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一 Hot + Eris + Esstsss — Ess, — Eh,.,)» 
JAT 


elon em, 
(8.3.45)， 
二 -Ee 十 了 各 一 + 3EYt,.s). 
(8. 3. 46) 
类 似 地 ,可 得 到 互 . 满足 的 方程 . 
在 三 维 问题 中 ,可 选用 以 下 几 种 基 梢 数 的 组 合 
ha Tp WT), hp Tp Wh, 
LAOPACOIAEOP IC AONNEPNE 
hpa TD hE), hp) pg, WN), 
DY TG I pz), hp TG, Cz). 
文献 L[56] 中 给 出 了 其 中 一 种 具体 的 展开 形式 . 
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事实 上 ,时 域 多 分 辩 分 析 法 最 早 被 提出 时 用 的 是 Battle-Lemarie 小 波 基 ,更 
确切 地 说 ,是 三 次 样 条 Battle-Lemarie 小 波 基 , 其 尺度 函数 g(x) 和 小 波 母 函数 
YCz) 及 其 传 里 叶 变 换 已 在 前 面 给 出 .与 Haar 小 波 相 比 , Battle-Lemarie 小 波 的 
最 大 优点 是 其 连续 性 . 正如 上 一 节 所 显示 的 ,在 时 域 多 分 辩 分 析 法 中 ,将 空间 域 
的 电磁 场 用 尺度 函数 和 小 波 函 数 作 二 重 展开 . 如 果 仅 用 尺度 函数 进行 展开 , 则 只 
适用 于 对 缓慢 变化 的 电磁 场 进行 精确 的 模拟 , 称 为 -MRTD 法 . 在 场 变化 快 或 
有 奇异 性 的 区 域 ,需要 在 展开 函数 中 加 入 小 波 函 数 以 增加 空间 离散 点 . 这 种 需要 
尺度 函数 和 小 波 函 数 同时 参与 的 时 域 多 分 辨 分 析 法 称 为 W-MRTD 法 . 对 时 间 
变量 ,通常 用 脉冲 函数 作为 展开 函数 和 检验 函数 . 


8.4.1 S-MRTD 格式 


将 无 耗 无 源 均匀 媒质 空间 中 的 麦克 斯 韦 旋 度 方程 


3E aH 
VXH=eS, VXE=-u® 


写成 在 直角 坐标 系 中 的 6 个 分 量 式 ,可 以 利用 与 前 一 小 节 中 类 似 的 方法 一 一 用 
Battle-Lemarie 小 波 基 作 为 尺度 函数 分 别 对 其 展开 . 时 域 展开 函数 仍 用 如 式 
《8. 3. 2) 所 示 的 hi. (2) ,尺度 函数 改 用 mr Cs)Gs 一 zy,zi r 一 上 zz) 表示 ，, 即 


， (8.4.1) 


9 = (二 7). (8.4.2) 
方程 (8. 4. 1) 中 场 分 量 的 展开 式 分 别 为 
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其 中 豆 ，s。 和 瑟 winn 


E,(r,t)= ZE 


于 
[pe 


hi Dp, (Tp 9) pCz), 


Er = DES ,ship rp ,yp,z), 
， mt CD pT) ps (Fp 


stm 


ElrD)= DE sh Dp rp) gs (2), 


km 


Hm- DH 


了 时 二 ,mt 二 二 


H,(r,)= > Ha 


km 


hg Dlz) p90) 


(8.4.3) 


(8.4.4) 


(8.4.5) 


(8.4.6) 


hs Dp (Tp CY) p32) ，» (8.4.7) 


Hl(rD= > H Do Dp sy pz), (8.4.8) 


Te hy 
A tt 


间 离 散 点 的 编号 和 沿 z 轴 ,y 轴 和 = 轴 的 空间 离散 点 的 编号 . 


t= kAt,r = LAr,y = mAy,z = nAz, 


其 中 At 和 Az,Ay,Az 分别 为 时 间 步 长 和 空间 步 长 . 
为 了 获得 展开 系数 所 满足 的 方程 ,仍然 用 伽 辽 金 法 . 积分 中 所 用 到 的 h (2) 
的 性 质 已 由 式 (8. 3.7) 和 (8. 3. 8) 给 出 . 对 尺度 函数 ,仍然 有 


[pp (dz = (Az)6,,. 


另外 一 个 重要 性 质 是 
三 we pws (dz 


-ee ee 


过 J ee EG Jardudo 


= dp) eg we "go 


= 二 | else Lisin[o(m’ —m+t 诗 ) ja 


上 式 又 可 以 表示 成 


其 中 


[ pal) Rpmsy dr = DalDe., 


a(0) = | | 8(o) [rwsin dw, 


(5 二 zy,z) 为 尺度 函数 的 展开 系数 ;k,l,m 和 分别 为 时 


(8.4.9) 


(8.4.10) 


(8.4.11) 
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a(1) = | | 9(o) [wsin Dodw, 


a(2) = | | 8(o) [wsin Fwdw, 


系数 al 让 前 九 项 的 值 列 于 下 表 : 
表 8-2 系数 a(i) 前 九 项 的 值 


i Qi i Qi 
0 1.291 846 2 5 一 0.008 189 2 
| 6 | 0.004 378 8 
7 一 0.002 343 3 
8 


1 一 0.156 076 1 

2 1 0.059 639 1 上 
3 

4 


一 0.029 309 9 0.001 254 2 
0.015 371 6 上 


当 i<0 时 ,ai 的 值 可 根据 对 称 关系 a( 一 1 一 让 = 一 a( 让 得 到 . Battle-Lemarie 
尺度 函数 虽然 不 具有 紧 支 集 , 却 是 指数 衰减 的 , 故 a( 站 在 i>8 时 虽然 不 为 零 , 但 
可 以 忽略 . 因此 , 式 (8.4.11) 中 的 i 可 近似 地 取 为 一 个 不 很 大 的 值 (例如 i=8)， 
利用 以 上 性 质 , 有 


a 
J BP PD pr pe Ohisy Ddzrdydzdt 


= Engmdirdnnd [Bie 一 Se]AzAyAs 
(Er 


tttd mn Esme 


人 


)Azayaz， (8.4.12) 


J Fp,s Dp Wp (hy (drdydzdt 


> 二 Li Dain.s AzAeAt 


hm 


8 
aD HE arsisArAsAt (8. 4.13) 


对 人 于 也 可 作 类 似 处 理 . 由 此 ,可 从 方程 (8. 4.1) 的 一 个 分 景 式 


aH. aH， 9E, 
Br (8.4.14) 


得 到 S-MRTD 方程 
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€ 
(Erp Bad 


= 让 De Rs Dad deme 8.4. 15) 


人 让 光 训 和 吉 由 辣 记 生计 以 J 内 坟 测 站 汪 让 Yee 氏 网 格 单 
元 类 似 的 网 格 结构 表示 . 一 个 
S-MRTD 网 格 单元 如 图 8-8 所 
示 . 但 是 ,由 于 场 的 展开 方法 不 
同 ,在 两 种 方法 中 的 场 分 量 是 
不 同 的 . Yee 氏 网 格 表示 的 是 

"1 全 部 的 场 ,而 S-MRTD 网 格 表 
示 的 只 是 全 部 场 的 一 部 分 . 类 
似 地 ,还 可 导出 与 方程 (8. 4. 1) 

中 其 他 分 量 对 应 的 SMRTD 

四 方程 ,与 方程 (8. 4. 15) 构 成 一 

套 完整 的 SMRTD 格式 . 特定 

空间 离散 点 处 的 总 场 可 由 尺 

度 函 数 展开 而 求 得 . 例如 ,总 场 区 中 的 E,(r, ,4)==E,(zo,yo,zo1to) 可 由 下 式 

给 出 


图 8-8 一 个 S-MRTD 网 格 单元 


E,(r, yt) 一 Neer ac — zy — yo)6z— z) » 0(t— to)dzrdydzdt 


二 A Ev bmnPid CTo) pn Gyo) pn zo). (8.4.16) 


由 于 Battle Lemarie 小 波 基 的 尺度 函数 的 支 集 具 有 指数 衰减 特性 ,只 需 对 上 式 
中 的 求 和 式 取 有 限 的 几 项 即 可 满足 一 定 的 计算 精度 . 


8.4.2 W-MRTD 格式 


如 前 所 述 ,在 S-MRTD 法 中 加 入 小 波 函 数 就 构成 W-MRTD 法 ,后 者 对 场 
的 描述 更 细致 . 既然 增加 维度 和 提高 小 波 函 数 分 辩 率 只 会 增加 表达 式 的 复杂 度 ， 
而 不 存在 任何 原则 上 的 困难 ,为 表述 方便 ,只 考虑 在 一 个 维度 上 加 入 一 阶 分 辩 率 
的 小 波 函数 . 假设 小 波 函 数 只 加 在 y 轴 上 ( 称 为 W,-MRTD 格式 ), 可 用 以 下 的 
展开 式 代替 式 (8. 4. 3) 一 (8.4. 8) , 即 
ED 2 [E39 9) + Eg md pe 4)] “DO8 sz)p, 2), 


(8.4.17) 
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Elr)= 5 [Emp C9) + EY, | 


hrm 


"h(t) g(x)9,(z), (8.4.18) 
El(r,)= >} [Erinn (7) 十 本 ee wd (9) | 


hrm 


hopln pz), 《8.4.19) 


下 CD= BD [Hyg pes 0) + HS ] 


An 


“hs DT ps 2) (8. 4. 20) 


H,(rd)= 六 [Hs py) 十 HY 


,4 or 时 冯 , 全 二 ,mnt 于 ov 到 ,4 和 an | 


hg Dp Tp C2), (8.4.21) 
四 
Cr 一 3 上 pid + Hy gm (9) | 
“hs Dpiy (zg,2), (8.4. 22) 
其 中 媚 ， 和 H% (s 王 Zz，y，z) 为 小 波 函 数 的 展开 系数 ,y(y) 为 三 次 样 条 


holm halo mn 


Battle-Lemarie 小 波 基 的 母 函 数 , 且 其 新 定义 为 


ef fe A 
p49) = ( 芒 m)- (8.4.23) 
小 波 基 范 数 具有 以 下 性 质 
[| Yn TY (z)dz 一 6 Mz, (8. 4. 24) 
「 Paz) ys CT)dr 一 0， (8.4.25) 
以 及 
3% 1 
三 加 (zz) 一 一 d 人 | glw) lusin| w (= +m) du 
到 scDa (8. 4. 26) 
名 
eo 8% (zx) 
mn 一 各 一 dz 一 a Po) | Wo) | wsin[w Cm’ +1—m) Jdo 
~ Pete ey » (8.4.27) 
所 
wp sD 4 eh RD | Yo on ta = 
~ Fede (8. 4. 28) 


其 中 系数 660) 和 c(D 前 十 项 的 值 列 于 表 8-3 中 . 当 i<0 时 ,560i) 和 c(i) 的 值 可 根 
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据 对 称 关 系 5( 一 1 一 让 二 一 b( 让 ,ec( 一 让 二 一 c( 让 得 到 . 


表 8-3 系数 b(i) 和 c(i) 前 十 项 的 值 


i 52) cD 
一 
0 2.472 538 8 0. 000 000 0 
1 0.956 228 2 | 一 0.046 597 3 
2 0.166 058 7 0.054 539 4 
3 0.093 924 4 一 0.036 999 6 
4 0.003 141 3 0.020 574 5 
5 0.013 493 6 1 一 0.011 153 0 | 
6 一 0.002 858 9 0.005 976 9 
7 0.002 778 8 —0. 00: 
| 02 3 202 6 
8 一 0.001 129 5 0.0017141 
9 四 一 0.000 9177 


再 考虑 到 如 式 (8.4. 9) 和 (8.4. 11) 所 示 的 尺度 函数 的 性 质 ,可 以 得 到 


Eo (Tp,” (OO, C37 + (Ddrdydzdt 


= (Es —Er: 


rit tt mn eh 


,) AzAyAz, 


BE 


Be Pr Tm 


并 


(¢27 MM Cz)h,, 4 (tdrdydzdt 


EY, gmt.s) AZAyAz, 


(Esme — ith 


H aa 
po C2) 9, 9), (hiss (Ddzrdydzde 


= [Sa FR + De 


im9 一 -9 


肯 要 By pe sg (hy Ddrdydedt 


(8.4. 29) 


(8.4.30) 


,J ATAzAy, 


(8.4.31) 


= [De ep + Do demi | ATAzAY. 


(8. 4. 32) 
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对 2 下 也 可 作 类 似 处 理 . 由 此 ,可 从 方程 (8.4. 14) 得 到 与 方程 (8. 4. 15) 相应 的 


W,-MRTD 方 程 , 即 


s 
€ 1 。 py 
(Bei Er ng.m) = B® 有 


1 忆 ，， 1 ,. 
十 re LD 一 A DH dnt ，(8. 4. 33) 


-9 


€ 


1 娘 
人 BO 
; 
DH 


8 
1 

3 一 二 271cCD 瑟 y 

Ay 己 ,时 二 ,时 于 ,mh 总 Z t+ 二 ,从 二 ,和 ,Hi 去 


(8.4.34) 
以 上 两 式 中 所 包含 的 电磁 场 的 空间 配置 可 以 用 与 时 域 有 限 差 分 法 中 Yee 氏 网 
格 单元 类 似 的 网 格 结构 表示 . 一 个 W,-MRTD 网 格 单元 如 图 8-9 所 示 . 
类 似 地 还 可 导出 与 方程 (8. 4. 1) 中 其 他 各 分 量 对 应 的 W,-MRTD 方程 ,与 
方程 (8. 4. 33) 和 (8. 4. 34) 构 成 一 套 完整 的 W,-FDTD 格式 . 


图 8-9 一 个 W,-MRTD 网 格 单元 


与 SMRTD 格式 类 似 ,特定 空间 离散 点 处 总 场 的 计算 可 由 尺度 函数 和 小 
波 函 数 展开 而 求 得 . 例如 ,总 场 区 中 的 E. (m ,om) 一 已 (zyoyzoy 加 ) 可 由 下 式 
求 出 


BC Nera — za)30y 一 %)5(z 一 am) » C(t— to) drdydzdt 
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= 5 [本 sw? + ES dntda nt (Yo) ] 


mn oo 


“pus (xo) 9, (zo). (8.4.35) 
事实 上 ,只 需 对 上 式 中 的 求 和 式 取 有 限 的 几 项 即 可 满足 计算 精度 . 


§ 8.5 数值 稳定 性 和 数值 色散 分 析 


上 面 所 介绍 的 MRTD 法 是 一 种 显 式 格式 , 它 的 稳定 性 是 有 条 件 的 . 和 
FDTD 法 一 样 ,离散 取样 的 结果 ,也 会 导致 非 物 理 的 色散 现象 ,造成 计算 的 误差 . 
这 种 误差 的 大 小 ,是 评价 一 个 数值 方法 优 劣 的 重要 指标 . 


8.5.1 数值 稳定 性 分 析 


下 面 将 以 Battle-Lemarie 小 波 基 MRTD 为 例 进 行 分 析 , 导 出 的 结果 对 其 他 基 
的 MRTD 也 有 参考 价值 .为 了 书写 简便 ,我 们 将 以 二 维 TM. 波 为 例 加 以 说 明 ,而 
且 只 考虑 尺度 函数 展开 . TM 的 方程 已 由 式 (7. 2. 1) 一 (7. 2. 3) 给 出 . 把 场 量 表示 
成 如 式 (8. 3.2) 和 (8. 3. 3) 所 示 的 基 范 数 展开 形式 ,只 是 g(x) 为 三 次 B- 样 条 
Battle-Lemarie 的 尺度 函数 ,并 用 伽 辽 金 法 得 到 展开 系数 所 满足 的 方程 . 由 于 处 
理 的 是 二 维 问题 ,表示 取样 位 置 的 参数 需要 两 个 ,为 了 书写 方便 ,把 表示 时 间 的 
参数 放 到 系数 的 左下 角 ,而 把 表示 分 量 方向 的 字母 移 到 右上 方 . 所 得 到 的 方程 为 


Hm iH 1 号 

三 一 一 pr Py NE (8.5.1) 
4 1 Ey 
人 寻 重 “人才 “信守 
-二 we (8. 5. 2) 
En E” _ 1 

二 [ 志 Da je ,起 De i H tl]; 

(8. 5. 3) 


其 中 ”为 式 (8.4. 11) 中 所 取 近 似 项 的 个 数 ,Ay 为 y 方向 的 取样 间隔 , 即 p 一 
Y (总 一 ,该 差分 式 的 特征 值 问题 由 如 下 方程 表示 
Hy rH 


Se 过头 (8.5.4) 
Ny pi We Yr 
寻 王 En = 计 -了 
ee =AHY,,, (8.5.5) 
E™ 一 了 
Es. (8.5.6) 
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显然 ,这 些 方程 与 式 (7. 2.7) 一 (7. 2. 9) 完 全 类 似 , 故 用 同样 的 方法 可 以 得 到 
使 计算 稳定 4 必须 满足 的 条 件 
本 一 2 2 
ReA 一 0， A<ImMey (8. 5.7) 
此 外 ,平面 波 是 方程 (8. 5. 4) 一 (8. 5. 6) 的 特征 模 , 且 可 以 表示 为 
E” = Ee 


ieaarrb (六 二)ey] ， (8.5.8) 


H” ,= He 
i ; 
H”,,— He Hs] 
把 它们 代入 方程 (8. 5.4) 一 (8. 5. 6) ,又 可 得 到 


站 下 和 [es (We dan + ee)) 


+ my yy (Ded )sinCky (六 0 ] (8.5.9) 
显然 ,这 里 的 4 为 纯 虚 数 , 且 对 任意 的 &, 和 岂 ， 都 应 该 


- 1 
人 a 
lml< a(S led) 1) < FT 《8.5.10) 


这 样 ,4 应 该 同时 满足 式 (8. 5. 7) 和 (8. 5. 10) 两 个 条 件 , 由 此 得 到 
1 


, 1 TE 
"(2 ac |) Ty + ay 
与 FDTD 的 稳定 条 件 相 比 ,其 差异 主要 决定 于 因子 


3= Dac) | 


的 大 小 . 由 表 8- 2 可 以 看 出 ,二 者 差别 不 是 很 多 . 这 一 结果 可 以 推广 到 三 维和 包 
含 小 波 基 的 W-MRTD 的 情况 . 


8.5.2 数值 色散 分 析 


S-MRTD 的 数值 色散 关系 也 可 以 用 分 析 FDTD 类 似 的 方法 得 到 , 即 把 单 色 
平面 波 的 一 般 表 示 代 人 MRTD 方程 ,以 导出 频率 与 时 间 步 长 和 空间 步 长 之 间 的 
关系 . 

单 色 平面 波 的 频率 用 w 表示 ,所 需 的 表达 式 只 需 在 式 (8. 5. 8) 的 指数 部 分 
增加 一 项 (一 wkAz) 即 可 . 把 这 些 表达 式 代入 (8. 5.4) 一 (8.5. 6), 即 得 到 


[去 sn( 谷 )] 一 [Dadsin(s 人 (+ 去 )sz)] 


At< (8.5.11) 
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+[ 志 品 e09sin(s (7 + 主 )ay)] (8. 5. 12) 


如 果 Az 二 Ay 二 As, 且 波 的 传播 方向 与 zx 轴 的 夹 角 为 $, 则 式 (8. 5. 12) 可 表 


[入 sin( 徐 )] =[ Dac dsin(teoss(r + 二 )as)] 


+ [Doddsin(tsing(7 + )as)] (8. 5. 13) 
该 式 给 出 了 波 的 传播 速度 与 空间 和 时 间 步 长 .频率 或 波长 以 及 波 的 传播 方向 之 
间 的 关系 . 把 这 一 结果 与 理想 的 色散 关系 相 比较 ,就 可 以 得 到 相位 误差 ， 
为 了 进行 比较 ,图 8-10 和 图 8-11 给 出 了 一 些 数值 计算 结果 . 图 8-10 给 出 
的 是 在 空间 取样 间隔 均 为 20 点 /波长 的 情况 下 相位 误差 与 1/s 的 关系 ,其 中 ;= 
(vAt)/As, 称 为 柯 朗 (Courant) 数 . 其 中 包括 x[a(i 取 的 个 数 ,图 中 记 做 MR- 
Ste] 取 不 同 值 时 的 结果 ,并 与 FDTD 的 结果 作 了 比较 . 


每 波长 取样 20 点 


图 8-10 不 同 ” 值 时 S-MRTD 的 色散 特性 
(A/As=20) 


图 8-11 给 出 了 不 同 空间 取样 间隔 时 S-MRTD 与 FDTD 色散 特性 的 比较 . 
图 中 MR10,MR20 和 MR40 分 别 表示 在 MRTD 中 每 个 波长 的 取样 点 数 分 别 为 
10,20 和 40;FD10,FD20 和 FD40 则 表示 在 FDTD 中 的 每 个 4 的 取样 点 数 分 别 
为 10,20 和 40. 


第 八 章 ”时 域 多 分 辨 分 析 法 297 


aooooooo oo 0 0o 0 o o o 


图 8-11 S-MRTD(n=8)、FDTD 的 色散 特性 与 As 值 的 关系 


图 8-10 所 示 结果 说 明 , 在 相同 网 格 密度 时 MRTD 比 FDTD 有 较 小 的 相位 
误差 , 且 系 数 a( 引 项 数 取 的 越 多 ,效果 越 好. 图 8-11 的 结果 说 明 ,在 a(i) 的 项 数 
一 定 的 情况 下 ,只 在 取样 密度 较 低 时 MRTD 比 FDTD 才 表 现 出 明显 的 优势 . 


$ 8.6 时 域 多 分 辩 分 析 法 的 应 用 


时 域 多 分 辩 分 析 法 虽然 已 提出 近 10 年 ,但 其 研究 仍 处 于 起 步 阶 段 , 这 主要 
是 因为 它 的 应 用 存在 一 定 的 复杂 性 . 在 谐振 腔 和 平面 电路 的 分 析 以 及 散射 问题 
的 计算 等 方面 ,该 方法 显示 了 一 定 的 优越 性 . 

时 域 多 分 辩 分 析 法 最 突出 的 优点 是 其 数值 色散 误差 比 时 域 有 限 差 方法 的 
小 ,尤其 在 空间 离散 点 较 少 时 更 加 明显 . 在 时 域 有 限 差分 法 中 , 随 着 空间 离散 点 
的 减少 ,数值 色散 迅速 增加 ,甚至 出 现 截 止 的 状态 . 因此 ,为 保证 一 定 的 计算 精 
度 ,一 般 要 求 每 个 波长 的 空间 离散 点 不 少 于 10 个 . 对 时 域 多 分 辩 分 析 法 数值 色 
散 的 分 析 表明 , 当 求 和 式 中 的 项 数 足 够 多 时 ,离散 采样 率 可 以 接近 奈奈 斯 特 
CNyquist) 极 限 . 与 时 域 有 限 差 分 法 相 比 ,用 时 域 多 分 辩 分 析 法 可 计算 电大 问题 ， 
且 在 用 于 相同 问题 时 有 更 高 的 计算 效率 . 

文献 L[55] 给 出 了 用 Battle-Lemarie 小 波 S-MRTD 格式 计算 谐振 腔 谐振 频 
率 的 例子 . 首先 ,要 处 理 理想 导体 边界 . 由 于 采用 非 局 域 化 的 基 函 数 ,所 以 不 能 应 
用 局 域 化 的 边界 条 件 . 在 S-MRTD 网 格 中 ,理想 导体 边界 条 件 是 用 镜像 原理 模 
拟 的 . 具体 做 法 是 将 理想 导体 用 一 个 具有 对 称 的 电磁 场 的 开放 结构 代替 . 为 了 保 
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证 在 理想 导体 原始 位 置 上 的 切 向 电场 分 量 为 零 , 切 向 电场 分 量 必须 是 非 偶 对 称 
的 ,而 切 向 磁场 分 量 却 必 须 是 偶 对 称 的 . 用 类 似 的 方法 ,也 可 以 处 理 理想 磁 导 体 
边界 . 

文献 [55] 还 分 别 用 两 种 方法 计算 了 尺寸 为 1mX2mX1.5m 的 谐振 腔 的 谐 
振 频率 , 腔 内 充满 空气 . 时 域 有 限 差 分 法 的 均匀 空间 步 长 为 As=0. 1 m, 网 格 数 
为 3000 个 ;S-MRTD 网 格 的 均匀 空间 步 长 为 As 一 0. 5 m, 网 格 数 仅 为 24 个 . 两 
种 方法 选用 同一 时 间 步 长 At 一 10” s. 由 表 8-4 给 出 的 计算 结果 可 以 看 出 ,两 
种 方法 几乎 有 相同 的 精度 ,但 S-MRTD 格式 中 所 用 网 格 数 和 运行 时 间 都 比 
FDTD 法 大 为 减少 . 

表 8-4 用 S-MRTD 格式 和 FDTD 格式 计算 谐振 腔 的 谐振 频率 

S-MRTD 网 格 FDTD 网 格 
理论 值 /MHz (网 格 数 为 2X4X3) (网 格 数 为 10X20X15) 
绝对 值 /MHz | 相对 误差 /(%) | 绝对 值 /MHz | 相对 误差 /(%) 
125.00 125. 10 0.080 124.85 一 0.120 
180. 27 180. 50 0.128 179.75 0. 288 
213. 60 214. 60 0.468 212.40 一 0.562 
246. 22 248. 70 1.007 244. 50 一 0.699 
250. 00 251. 00 0.400 248.70 一 0.520 


文献 [56] 分 别 用 基于 Haar 小 波 基 的 时 域 多 分 辨 分 析 法 和 传统 的 时 域 有 限 
差分 法 计算 了 谐振 腔 的 谐振 频率 以 及 平面 电路 结构 低 通 滤波 器 的 网 络 参数 . 在 
分 析 微 带 低 通 滤波 器 时 ,前 者 所 采用 的 空间 步 长 比 后 者 所 采用 的 长 一 倍 . 由 表 
8-5 给 出 的 其 他 性 能 参数 ,也 可 以 看 出 时 域 多 分 辨 分 析 法 在 计算 效率 方面 的 优 
越 性 . 


表 8-5 用 MRTD 格式 和 FDTD 格式 分 析 微 带 低 通 滤波 器 


基于 Haar 小 波 基 的 MRTD 格式 FDTD 格式 
网 格 数 49X39X8( 非 均匀 ) 100X80X16( 均 匀 ) 
时 间 步 长 /ps 0. 676 94 0.433 25 
时 间 步 数 2560 4000 
| 计算 时 间 32.5 s(11 m) 45.5 s(20m) 


文献 [60] 将 基于 Haar 小 波 基 的 时 域 多 分 辩 分 析 法 用 于 电磁 散射 问题 的 计 
算 ,为 此 首先 考虑 了 平面 波 的 引入 . 文中 采用 的 方法 与 时 域 有 限 差分 法 类 似 ,用 
连接 边界 将 计算 空间 分 成 总 场 区 和 散射 场 区 ,并 将 人 射 波 作为 连接 边界 条 件 引 
和 人 ,以 保证 切 向 场 分 量 的 连续 性 . 与 时 域 有 限 差分 法 相 比 ,计算 结果 显示 出 该 方 


第 八 章 ”时 域 多 分 办 分 析 法 299 


法 在 节省 计算 机 资源 方面 的 优越 性 . 

在 文献 [58] 中 Battle-Lemarie 小 波 W-MRTD 法 被 用 于 分 析 开 放 微 带 线 的 
传输 特性 及 场 分 布 ,其 截断 边界 采用 了 PML 吸收 边界 . 所 得 场 分 布 如 图 8-12 所 
示 , 图 中 同时 给 出 了 FDTD 的 计算 结果 . FDTD 所 用 的 网 格 数 为 42 X 28, 而 
MRTD 只 用 了 12X4 个 网 格 . 


一 MRID 
--FDTD 


图 8-12 开放 微 带 线 TEM 模 电 场 分 布 


§ 8.7 ”基于 双 正 交 基 的 MRTD'1 


从 上 面 已 做 的 分 析 可 以 看 出 ,尽管 MRTD 的 初始 网 格 数 (或 取样 点 ) 可 以 取 
得 比较 少 , 但 与 FDTD 相 比 方程 的 项 数 增加 很 多 . 在 MRTD 中 一 个 节点 的 场 值 
与 所 有 邻近 节点 的 场 值 有 关 , 这 主要 由 展开 函数 的 支撑 集 长 度 决定 . 对 Battle 
Lemarie B 样 条 小 波 基 而 言 , 其 支撑 集 为 整个 实 轴 , 使 得 基于 这 种 小 波 基 的 
MRTD 方程 更 为 复杂 . 为 了 降低 计算 复杂 度 ,显然 要 求 小 波 函 数 需 具有 尽量 小 
的 支撑 集 和 尽量 高 阶 的 消失 和 矩 ( 即 尽量 好 的 正则 性 ). 但 是 ,小 波 理论 已 证 明 , 这 
两 项 要 求 是 相互 矛盾 的 - 克服 这 一 矛盾 的 途径 之 一 是 采用 双 正 交 基 , 它 可 以 在 支 
撑 集 和 正则 性 之 间 取 得 平衡 . 


8.7.1 双 正 交 小 波 基 和 取样 双 正 交 基 


设 有 yz).PCz)EL(R), 且 
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Ga T=2 gD rh) Dz) 2 2k) ,j,kEZ. 
如 果 {y 1),wez 和 {BD,.)jwez 均 为 L*(R) 的 里 斯 (Riesz) 基 , 且 有 
(pr Br) = oes jrksj’ sk EZ, (8.7.1) 
则 称 y 是 一 个 双 正 交 小 波 函 数 ,V 是 y 的 对 偶 小 波 函 数 ,而 {y,,} 和 (9,,) 为 
三 (R) 的 一 对 双 正 交 对 偶 小 波 基 . 
如 果 f(z)EL?(R), 则 根据 以 上 特性 可 以 得 到 
f7) = DGB = Da (8.7.2) 
es je 


因为 标准 正 交 基 一 定 是 Riesz 基 , 所 以 当 yl(z) 一 g(x) 时 ,ylz) 就 是 标准 正 
交 小 波 基 的 母 函数 . 由 此 可 知 , 双 正 交 小 波 基 是 标准 正 交 小 波 基 的 推广 . 双 正 交 
小 波 基 可 以 从 两 个 对 偶 的 MRA 出 发 来 构造 , 比 构造 标准 正 交 小 波 基 的 自由 度 
增加 ,因此 可 以 在 紧 支 撑 性 、 对 称 性 和 正则 性 之 间 找到 平衡 . 

根据 MRTD 的 需要 ,我 们 希望 展开 基 范 数 具 有 取样 特性 ,从 而 可 大 大 简化 
所 得 方程 . 为 此 ,可 利用 双 正 交 小 波 基 的 思路 构造 一 组 虽 不 具 标 准 正 交 性 但 有 取 
样 性 的 基 函 数 作为 展开 函数 ,再 选 一 组 与 其 标准 正 交 的 基 函 数 作为 检验 函数 . 由 
这 样 一 组 双 正 交 基 构成 的 MRTD 一 定 具 有 预期 的 优越 性 . 

由 于 Daubechies 小 波 具 有 良好 的 紧 支 撑 性 和 正则 性 ,可 以 用 N=2 时 的 
Daubechies 尺度 函数 来 构造 所 期 望 的 展开 基 函 数 . 若 p(z) 为 N=2 时 的 Dau- 
bechies 尺度 函数 , 则 可 证 明 如 下 定义 的 函数 S(z) 的 平移 序列 S, (zx) 具有 取样 
特性 ,其 中 


=_l 只 [fLeC2) ly 
sw -2[( 2 ) oz 4 二 1D |]， (8.7.3) 
i i A> Bn eR 
s.(n -zn2[( 90 ) pz—m #+D]. (8.7.4) 
S, (zx) 的 取样 特性 为 
Sm) = 6. (8.7.5) 


由 Daubechies 尺度 函数 的 支撑 集 特性 可 知 , 当 N=2 时 ,p(z) 的 支撑 集 为 
[0,3], 于 是 式 (8.7.4) 等 号 的 右 侧 忆 号 之 后 , 当 x 二 n 时 ,只 有 两 项 不 为 零 , 即 
一双 一 上 十 工 一 全 


也 就 是 
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于 是 有 


Sn) = st( ee 上 eo 1 (! 2 oc] (8.7.6) 


当 n 二 m 时 ,k 取 值 0, 一 1. 由 于 式 (8.7.4) 中 的 有 是 从 k=0 开始 ,k= 二 一 1 不 
在 取 和 范围 , 故 式 (8.7.6) 中 的 第 二 项 应 该 舍 去 ,于 是 有 


S。(m) = 十 [( 人 1) ew] 下 (8.7.7) 


当 n 尖 mm 时 ,由 于 8(2) 是 负 值 , 故 有 


1 「_ 1e(2) iop(2) |] 
ai[ pOD™™ pg"™™! -= 4 


综合 式 (8.7.7) 和 (8.7. 8) 就 得 到 式 (8.7. 5). 遗憾 的 是 ,SC(z) 的 平移 系 并 不 
构成 标准 正 交 基 , 即 


S,(n) = (8.7. 8) 


[ S, (7)S, (7) 天 8. 
不 过 ,函数 序列 
Q(z) = Dpln—ppz—p), n€Z, (8.7.9) 


pEz 


却 是 与 S。(z) 标 准 正 交 的 , 即 
上 SCz)Q,Cz)dz 一 5， (8.7.10) 


也 就 是 说 ,序列 {S,(z)} 和 {Q,(z)} 是 一 组 双 正 交 基 . 下 面 对 式 (8.7. 10) 给 予 
证 明 . 
由 于 wp(z) 的 紧 支 撑 性 ,Q,(z) 可 以 表示 为 
Q,(Cz) = 8(D)pCz 一 2 十 1) 十 p(2)p(z 一 2 十 2). (8.7.11) 
由 此 可 知 Q,(z) 的 支撑 集 为 [n 一 2,n 十 2]. 于 是 


> eb 羡 /LeC2) | 
| saeodz= 二 袜 (1 号 1 ) 


{pez—m—kt Dg Der—ntD) +p pe— nt2) dz 
1_T11eC2) | 1 oC2) | 
zo[( 0) ?D+( gp) ) 


在 最 后 一 步 中 用 到 了 Daubechies 尺度 函数 的 标准 正 交 特 性 , 即 
[ pz— Bg(z— Ddr= 0,. 


由 于 式 (8.7. 12) 与 式 (8. 7.6) 相 同 , 故 式 (8. 7. 10) 得 到 了 证 明 . 
SCz) 和 Q(z) 的 波形 由 图 8-13 给 出 . 


wml 


9(2) (8.7.12) 
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(b) Q(x) 的 波形 
8-13 S(x) 和 Q(x) 的 波形 


在 基于 Battle-Lemarie 小 波 基 的 MRTD 中 曾 用 到 尺度 函数 的 性 质 (8. 4. 11)， 
对 双 正 交 函 数 S(z) 和 Q(z) ,也 有 类 似 的 结果 . 


a 3 
| QD) BSiy Hdr = Pees (8.7.13) 


其 中 ee 二 Q DESYz)dr 


= | PCz) ps Cz)dz 


= 二 | ol Bo) [sin[o (E+ 二 ) au (8.7.14) 
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而 且 
~—1—i)=—c(), i=0,1,2. 


c( 让 的 值 由 表 8-6 给 出 . 


表 8-6 系数 c(i) 


cD 
1.22916661202745 

一 0.09374997764764 

0.01041666418309 - 


Nn|-|lol. 


8.7.2 基于 取样 双 正 交 基 的 MRTD 


按照 类 似 的 步骤 ,可 用 上 面 构建 的 双 正 交 基 构造 电磁 场 计 算 的 一 种 
MRTD. 由 于 这 一 方法 用 到 了 具有 取样 特性 的 展开 函数 ,在 文献 [61] 中 也 称 之 
为 取样 双 正 交 基 时 域 方 法 (Sampling Biorthogenal Time Demain Method, 简称 
SBTD). 


在 SBTD 中 ,展开 基 函 数 取 成 
wo =S (Bm), & 一 zyz， (8.7.15) 
检验 函数 则 取 为 
gq =Q( 芒 一 )， Wu = 工 ,yz (8.7.16) 
而 时 间 离 散 函 数 仍 用 脉冲 函数 h(z) ,但 取 
(DD = A( 志 一 4+ 序 ). (8.7.17) 


假设 应 用 对 象 是 三 维 麦 克 斯 韦 旋 度 方程 ,但 只 对 其 中 一 个 分 量 方程 
oF, _ ! (Sr: 2 ). 


(8.7.18) 


Qt e\9y oz 
进行 推导 . 3 个 场 分 量 用 h(t) 和 5,(w) 展 开 为 
El(r,D) = D2) Ey shi (ss (7)s, (9)s,(z), 
Mm 


HC) = Da Hymn dh Ds C7)s, C9) si (2), (8.7.19) 


Le 
这 


H.(r,t) = 2 HH bh Ds Cz)s 


1 
全 二 mt 


Ds (2). 


kerma 


把 这 些 表示 式 代入 方程 (8. 7. 18) ,然后 用 qi ,3 (Zz) ,qe(y) ,gr (z) 和 反 ..3 () 作 
为 检验 函数 施 以 俐 辽 爹 法 , 则 方程 的 左 侧 为 
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FE. [rss 40 Bt] 


ek 
[fas ss qz][ ee [ecws, wer] 
= Cn Er gm, Ey ATAYAz, (8. 7. 20) 
其 中 用 到 了 


[NS Bh Dd = Gn 一 Be 


[a ds Cau 一 6vAu， 愉 一 工 ,yz 
由 方程 (8.7. 18) 右 侧 第 一 项 得 到 
Dy [ha iDhesi CD de]| 


Wo 


[fas 50 Var] [jo 2 sy Vdy |[ [es, (adz] 


3 
3 A Hi ym nd wd 0 AtATAz | gw Cy) By dy 


Wo 


一 pu ,nt 和 ALAzAz- (8.7.21) 


ey 


类 似 的 方法 可 以 处 理 方程 (8.7. 18) 的 第 二 部 分 ,并 结合 上 面 的 结果 ,最 后 得 到 


At 1 
sm Enymn 一 下 4 十 [ op mit 
dna LYE 


-De Henat|. (8.7. 22) 


i 


同样 地 ,可 以 从 麦克 斯 韦 旋 度 方程 的 其 他 5 个 分 量 方程 得 到 


At 天 
机 


I 。 
一 记忆 cd 下 (8.7.23) 


< . At 
mEinns 一 人 on 十 [De 证 


mt 证 3 


(8.7.24) 


Fe 
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2 
1 Se 
eC J (8.7.25) 
4 一 
HA 
RED Ey | (8.7. 26) 
mi Hynrde = Hynde 


2 
At 1 i 
十 [Be DE 


} 此 
站 到 二 


Fy 
| (8.7.27) 


3 - 


对 于 二 维 问题 ,方程 具有 更 简单 的 形式 . 例如 根据 方程 (7. 1. 2) ~(7. 1. 3) 描 
述 的 TM, 问题 中 的 场 量 ,可 利用 展开 式 
El(p’)= > ET ,hs Cz)s,(y), 


H,(p,t)= pA Hrsg hs (Ds(z)s,, 4 (7) 


HCp')= Dy Hy hy (Ds C2)s, Cy). 


Dg Hk 
通过 与 上 面 类 似 的 伽 辽 爹 法 , 便 可 得 到 
一 + [ De Hy a Dn Ed]， 
(8.7.28) 
机 本 DE, ， (8.7.29) 
a 于 二 De Es (8.7.30) 


由 以 上 获得 的 方程 可 以 看 出 ,由 于 所 用 展开 基 函 数 具 有 取样 特性 ,使 获得 的 
方程 具有 简单 的 形式 ,更 接近 于 时 域 有 限 分 法 中 相应 的 差分 格式 . 

可 用 § 8.5 中 的 类 似 方法 对 SBTD 的 稳定 性 和 色散 特性 进行 分 析 , 当 Az== 
Ay 一 Az 一 As 时 ,其 稳定 性 条 件 可 表示 为 


Ar < 0.530330099 。 从， (8.7.31) 
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而 数值 色散 的 主要 特点 可 由 图 8-14 中 看 出 ,图 中 给 出 了 一 维 时 多 种 方法 下 相位 
误差 与 取样 数 之 间 的 关系 . 图 8-15 则 给 出 了 二 维 时 多 种 方法 下 相位 误差 与 传输 
角度 之 间 的 关系 . 以 上 结果 都 显示 ,SBTD 比 FDTD 有 较 大 的 改进 . 


1D 色散 ,courant n.=0.6 


相位 误差 /(*) 


5 10 15 20 25 30 
每 波长 网 格 数 


图 8-14 相位 误差 与 取样 数 的 关系 


2D 色散， 4-0.34,mF=10 


相位 误差 /(*) 
如 


0 10 20 30 40 5 60 70 8 9 
传播 角度 /(*) 


图 8-15 相位 误差 与 传播 角度 之 间 的 关系 


(gqg=vAt/Assn =A/As) 
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8.7.3 应 用 实例 


在 文献 [61] 中 给 出 了 数 个 应 用 SBTD 的 计算 实例 ,其 中 包括 二 维和 三 维 金 
属 谐 振 空 腔 , 也 分 析 了 三 维 谐振 腔 部 分 介质 填充 的 问题 和 贴 片 天 线 问题 . 下 面 仅 


介绍 三 维 谐振 空 腔 的 应 用 情况 . 
理想 导体 构成 的 三 维和 矩形 空 
腔 的 尺度 为 1.2mX0.6mX0.8m， 
时 间 步 长 Ai=8X10 7 s. 文 献 中 
用 FDTD 和 SBTD 两 种 方法 进行 
了 计算 ,计算 网 格 数 都 取 为 6X3X 
4 三 72. 经 FFT 处 理 , 把 计算 结果 转 
换 到 频 域 ,所 得 的 电场 幅度 与 频率 
的 关系 由 图 8-16(a) 给 出 . 计算 中 
FDTD 法 用 了 23. 8 s, 而 SBTD 法 
则 用 了 125. 7 s, 但 是 ,这 时 的 
FDTD 计算 结果 存在 相当 大 的 误 
差 .为 提高 FDTD 的 计算 精度 ,把 
网 格 数 增加 为 24X12X16 一 4608， 
这 时 的 结果 由 图 8-16(b) 给 出 ,其 
精度 已 比较 接近 SBTD 法 用 72 网 
格 的 计算 结果 ,而 这 时 FDTD 的 计 
算 时 间 已 经 增加 到 1608. 3 s. 由 此 
可 以 看 出 ,SBTD 比 FDTD 在 计算 
效率 上 已 有 很 大 提高 . 


归 一 化 幅度 


归 一 化 幅度 


14, 一 FDID 
-- SBID 


。 理论 
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图 8-16 SBTD 与 FDTD 对 三 维 空 腔 
电场 幅度 计算 结果 的 比较 
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尽管 前 面 介 绍 的 几 种 电磁 场 的 时 域 方 法 各 具 特 色 , 并 在 不 同方 面 得 到 了 应 
用 . 尤其 是 时 域 有 限 差分 法 ,由 于 其 编程 简便 和 适应 性 强 ,应 用 已 相当 广泛 .但 它 
们 仍然 存在 各 自 的 问题 ,如 在 精确 模拟 复杂 弯曲 表面 方面 ,时 域 有 限 差分 法 及 时 
域 多 分 辩 分 析 法 存在 严重 缺点 . 在 频 域 有 限 元 方法 的 讨论 中 ,已 知 有 限 元 法 最 突 
出 的 优点 正 是 对 复杂 几何 结构 的 精确 模拟 . 基于 此 种 情况 ,尽管 计算 复杂 度 较 
高 ,人 们 还 是 致力 于 有 限 元 法 的 时 域 应 用 研究 ,从 而 形成 了 电磁 场 计算 的 时 域 有 
限 元 法 (Finite-Element Method Time Domain, 简称 FEMTD). 应 该 说 ,时 域 有 
限 元 法 的 发 展 还 处 于 初级 阶段 , 尚 末 得 到 广泛 的 应 用 ,但 作为 一 种 发 展 方向 还 是 
应 该 给 予 关注 . 本 章 将 对 时 域 有 限 元 法 已 取得 的 研究 成 果 作 简 要 介绍 . 


8$ 9.1 时 域 有 限 元 法 的 基本 原理 C23'63] 


时 域 有 限 元 法 的 发 展 是 以 频 域 有 限 元 法 为 基础 的 ,尤其 是 在 计算 域 的 离散 
划分 和 基 函 数 的 构造 等 方面 两 者 较为 一 致 ,它们 的 主要 差别 是 增加 了 时 间 变 量 
的 离散 及 相应 计算 格式 的 建立 . 在 已 发 展 的 时 域 有 限 元 法 中 多 用 加 权 余 量 法 建 
立 有 限 元 方程 ,尤其 是 伽 辽 金 法 . 出 发 点 则 分 为 两 类 , 一 类 是 直接 从 依赖 时 间 的 
麦克 斯 韦 旋 度 方程 出 发 , 另 一 类 则 是 从 导出 的 矢量 波动 方程 出 发 . 


9.1.1 基于 麦克 斯 韦 旋 度 方程 的 时 域 有 限 元 法 


考虑 一 个 区 域 V, 边 界 为 S, 其 内 部 媒质 的 特性 用 e 和 A 表示 (二 者 均 可 能 

是 空间 位 置 的 函数 ). 设 V 的 内 部 存在 电流 分 布 J(r) ,于 是 ,V 内 的 电磁 场 满足 
麦克 斯 韦 旋 度 方程 

cE vxH-J, po =—vxE. (9.1.1) 


作为 初 边 值 问题 ,E 和 五 的 切 向 分 量 或 其 间 的 阻抗 关系 在 S 上 对 时 间 t 宇 0 
必须 是 确定 的 . 为 了 保证 解 的 唯一 性 , 设 在 :==0 时 V 内 的 初始 场 是 已 知 的 . 这 
时 ,方程 (9. 1.1) 的 解 是 存在 且 唯一 的 ,可 以 通过 加 权 余 量 法 或 伽 辽 金 法 建立 时 
域 有 限 元 的 两 种 基本 方程 . 

车 选 V 内 平方 可 积 的 矢量 函数 o [v EL*(V)’] 作 为 检验 函数 并 作用 于 方程 
(9.1.1), 则 有 


aE _ 
| (有 VxH+J)dV = 0， (9.1.2) 
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| (we 强 +YxEjdr =0. (9.1.3) 


车 以 上 两 式 对 所 有 的 vw 成立 , 则 称 其 为 方程 (9. 1. 1) 的 一 种 弱 形式 . 车 S 上 的 边 
界 条 件 为 
nxXE=0， 在 S. 上， 
nxXH=0， 在 S, 上， 
其 中 为 S 上 的 法 向 单位 矢量 ,S。 和 S, 分 别 为 理想 导电 体 和 理想 导 磁体 表面 ， 
且 S.+S, 一 S. 
通过 方程 (9. 1. 2) 和 (9. 1. 3) ,可 寻求 试探 空间 E(r,t) 和 H(r,t), 且 ECr,1) 
EH.Ccurl, VYXC0,T) ,HOE H, (curl, V)X(0,T), 且 
H.Ccurl, V) = {uluvXuE L(V)’,nXu=0 在 S, 上 }),(9.1.4) 
Hl(curl, V) = {uluvXuEL(V),nXu= 0 在 S, 上 },(9.1.5) 
其 中 (0,T) 为 时 间 取 值 范 围 . 
第 二 种 弱 形式 是 通过 将 检验 函数 pg(pE L(V)*) 和 yg (gy E HCcurl,V)) 分 别 
作用 于 方程 (9. 1. 1) 中 的 两 式 获得 的 , 即 有 


[EG (9.1.6) 


(gp +xy. E)av =0. (9.1.7) 
这 时 允许 的 试探 空间 为 ECr,1) EL:(V)?X(0,T),H(r,DEH(curl,V) XxX (0,T)， 
其 中 
H(curl,V) = {ulu,VXuEL(V),nXu=0 在 S 上 ),，(9.1.8) 
且 存 在 自然 边界 条 件 
nxX(vVXE)=0， 在 S, 上 
下 文 将 以 节点 有 限 元 和 点 配 法 的 简单 情况 为 例 构造 时 域 有 限 元 方程 . 与 时 
域 有 限 差分 法 不 同 的 是 ,在 应 用 点 配 法 的 时 域 有 限 元 法 中 ,电场 的 3 个 分 量 设置 
在 同一 个 节点 上 ,磁场 的 3 个 分 量 设置 在 另 一 个 节点 上 . 于 是 ,为 了 对 V 中 的 场 
进行 数值 近似 ,应 使 用 两 套 互补 的 网 格 , 每 个 电场 节点 和 每 个 磁场 节点 交叉 放 
量 ; 站 区 罗 本 分 划 近 信 好 天光 为 


Er,t) = > (DE), Hr,t) = Daan (1), (9.1.9) 
其 中 Ne 和 Nm 分 别 为 电场 和 磁场 网 格 中 的 节 点 数 ,a CD) 和 Br) 分别 为 用 于 对 
网 格 中 的 电磁 场 进行 有 限 元 近似 的 标量 函数 , 即 


人 (1, r=r,, 
a(r) 一 
I I 其 他 节点 ， 


= (1, Fa 
8 te 其 他 节点 . 
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为 了 完成 加 权 余 量 法 的 处 理 过 程 , 需 定义 检验 函数 . 选择 不 同 的 检验 函数 ， 
可 导致 不 同 的 显 式 或 隐 式 算法 ,点 配 法 是 导出 显 式 算法 的 最 直接 的 方法 . 在 该 方 
法 中 ,选取 6Cr 一 r;)(i=1,2,…,N.) 和 6Cr 一 r,)(j 二 1,2,* 


守 …, 和 N,) 分 别 作为 检验 
函数 作用 于 方程 (9. 1. 各 和 人 1. 3) ,并 将 式 (9. 1. 9) 代 入 ,由 此 得 到 
2 ) ME (2) 


dz 


二 DDB 0 Fe 


IN。， 
(9.1.10) 
jr, DD 2 -von x ED), 


; 本 一 1,2,… 
屿 两 直 可 司 让 理 居 本 乓 晤 村 谎 ; 为 此 引入 


“Ns, (9.1.11) 
= [E(0) ,ED) ,Ex CO] ， 
= [FH (0),H,(0) ,Hy (CO 本 ， 

J = [T0000 (DT, 
其 中 


E(t) = [E., (2),E, (1) ,E(t)]", 
H(t) = [Hy (2),H,, (2),H; (2)JT 


J() 一 [Jriyt，J Crit ,Trt)], 


i=1,2,% IN ， 了 一 1,2， 
显然 ,五 和 了 均 为 3N. 维 矢量 , 互 为 3N; 维 矢量 . 从 而 ,方程 (9. 1. 10) 和 (9.1.11) 
等 号 右 侧 的 第 一 项 可 分 别 表 示 为 如 下 形式 , 即 


ap8 3 Ak 
VED XD= | SE 0 -En,|=D,,, 
H;. 
_a8 398 ol 
L By or 
(9.1.12) 
[ 0 aa Qa 
oz oy E 
Va ln) |,, XE = | ac 0 Da: El 
了 oa. or . 人 
Bm da 0 人 
By aor 
其 中 


(9.1.13) 
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[To ap 区 | 
oz 9y 
| ae 38 
一 一 一 人 
Ds, Bz 9 ar 
- ag, ap 0 
By ar -nn 
| 0 Qi au 
az ay 
aa， _ai 
Due Bz o Ar 
rd 0 
oy ar 


式 中 上 角 标 i 和 j 分 别 类 示 相 应 的 矩阵 元 素 是 在 r,(i==1,2,…,N,) 和 7,(j=1， 
2,…，, 和 N,) 的 作用 下 求 出 的 . 在 此 基础 上 ,构造 两 个 扩展 矩阵 P 和 QQ, 其 元 素 分 别 
为 p; 二 Di 和 9g; 王 D;,. 再 引入 描述 电磁 场 各 节点 媒质 电磁 特性 的 对 角 和 矩 阵 , 即 
介 电 常数 矩阵 5, 其 元 素 为 5 二 elr,)I, 和 磁 导 率 和 矩阵 ,其 元 素 为 t, =pCr) 1 ， 
其 中 了 工 为 3X3 阶 单位 矩阵 . 利用 以 上 矢量 和 矩阵 ,方程 (9.1.10) 和 (9.1.11) 可 
分 别 表示 为 


jE=S PH-s, HH--1T'Q.E, (9.1.14) 

对 时 间 变 量 可 以 采用 差分 近似 ,例如 可 对 时 间 导 数 采用 中 心 差分 近似 . 当 采 
用 时 间 步 长 At 时 ,计算 磁场 的 时 刻 相 对 于 计算 电场 的 时 刻 移动 了 一 个 半 时 间 
步 ,从 而 形成 一 种 “ 蛙 跳 式 ”的 计算 格式 . 这 种 显 式 格式 是 有 条 件 稳定 的 ,其 数值 
稳定 条 件 可 表示 为 


2 
ME TRT’ (9. 1. 15) 


其 中 R=S “PQT ,|X,,.(S) | 为 矩阵 R 的 最 大 特征 值 . 

这 种 节点 有 限 元 法 的 最 大 缺点 是 将 电场 分 量 和 磁场 分 量 分 别 放置 在 同一 个 
节点 上 . 由 于 媒质 的 电磁 性 质 在 边界 上 急剧 变化 ,给 设置 边界 条 件 造成 困难 ,使 
得 边界 上 的 节点 需要 特殊 处 理 . 为 此 ,提出 了 几 种 改进 方法 ,其 中 包括 使 用 矢量 
有 限 元 法 . 


9.1.2 基于 矢量 波动 方程 的 时 域 有 限 元 法 


在 前 一 小 节 中 所 描述 的 初 边 值 问 题 可 由 方程 (9. 1. 1) 所 导出 的 矢量 波动 方 
程 及 相应 的 初始 边界 条 件 等 价 地 描述 为 
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nxE=0， 在 S. 上 ， (9.1.16) 


nXH=0， 在 S, 上 
以 此 为 基础 ,可 以 用 加 权 余 量 法 导出 时 域 有 限 元 方程 . 
1. 空间 离散 
用 "点 乘 式 (9. 1. 16) 中 的 矢量 波动 方程 ,并 在 V 中 积分 ,就 得 到 该 方程 的 弱 
形式 


1 .SE jv. dy 
fo Yx 六 YXxE+en' Eto 入 Jay =0， (9.1.17) 


v 


还 可 将 上 式 改 为 使 试探 函数 和 检验 函数 更 加 对 称 的 形式 , 即 


.SE|,. dy 
(二 xs VXEtev. dE +to 型)dty 一 0 (9.1.18) 


为 导出 时 域 矢 量 有 限 元 方程 ,利用 矢量 基 郴 数 Ni(r)(i 一 1,2,…，N, 其 中 N 
为 未 知 量 的 个 数 ) ,电场 可 展开 为 
E(r,t) = By (Cr ECD， (9.1.19) 
对 方程 (9. 1. 18) 运 用 伽 辽 金 法 ， 用 N (7) 代 替 9 并 将 上 式 代 入 ,可 得 
1 y Eh a 
| (FoxN . 3 VXNE,+eN,. Dy SnE tN .Sg)dv=0, 
i= 1,2,%,N. (9.1.20) 
该 方程 也 可 写成 矩阵 形式 ,为 此 令 
互 一 [E, ,已 ,ENv]T， 
构造 矩阵 了 和 S$ ,并 定义 矢量 f, 其 元 素 分 别 为 


= 上 ENi(r) 。Ni Cr)dV， (9.1.21) 
s =], 工 vXNr) .vxN, dy, 《9.1.22) 
A= | NiCr) 。 MD ay, (9.1.23) 
vy 
bj = 1,2，，N. 
利用 以 上 矢量 和 矩阵 ,方程 (9. 2. 20) 可 表示 为 
TEE+S.E+f=0. (9. 1.24) 
这 是 一 个 二 阶 常 微分 矢量 方程 ,可 以 用 有 限 差分 法 进行 求解. 


2. 时 间 离 散 
为 了 对 方程 (9. 1. 24) 应 用 有 限 差 分 法 , 需 将 竺 求解 的 时 间 段 (0,T) 均 匀 地 
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划分 为 王 段 ,其 中 每 一 段 均 用 时 间 步 长 At 表示 ,n 为 迭代 时 间 步 数 (n 二 1,2,…， 
P). 采 用 以 下 不 同 的 差分 形式 , 即 可 得 到 性 质 不 同 的 算法 . 为 简便 起 见 , 仍 然 采 
用 前 一 小 节 中 的 表示 方法 . 

(1) 向 前 差分 法 

EE 的 一 阶 导数 的 向 前 差分 为 


a 
于 ~ 三 -二 至 ， (9.1.25) 


由 此 可 得 到 其 二 阶 导 数 的 差分 表示 


dE E™—2E™ +E" 
ee (9. 1. 26) 
将 上 式 代入 方程 (9. 1. 24) ,可 得 
a 和 lt 
mT E = 这 E" - [csT+s] E™'—/"'. (9.1.27) 


给 定 让 和 初 值 E? 和 E' ,就 可 解 出 EF ,从 而 解 出 BE ,E',… ,最终 计算 出 所 
感 兴趣 时 间 范 围 内 的 E. 考虑 到 这 种 算法 在 数值 上 是 不 稳定 的 , 故 很 少 应 用 . 

(2) 向 后 差分 法 

下 的 一 阶 导数 的 向 后 差分 为 


OO (9. 1. 28) 


由 此 可 导出 其 二 阶 导数 的 向 后 差分 表示 
dE EF—2EmM+E™ 


FP (Ab 2 
将 上 式 代入 方程 (9. 2. 24) ,可 得 
1 2 + 
T ee TN 
[es +s]: 5 oT E -mT EC9, 1. 30) 


显然 ,给 定 f" 和 初 值 E" 及 E' ,就 可 解 出 E* ,从 而 解 出 EF ,已 ,…, 但 在 每 一 时 间 
步 的 计算 中 都 要 求解 包含 $ 在 内 的 矩阵 方程 . 这 种 形式 称 为 隐 式 算法 ,其 数值 稳 
定性 不 依赖 于 At 的 选择 , 即 是 无 条 件 稳定 的 . 
(3) 中 心 差分 法 
如 前 所 述 ,中 心 差分 比 向 前 差分 和 向 后 差分 具有 更 高 一 阶 的 精度 . E 的 一 阶 
导数 的 中 心 差分 为 
1_ pg"! 
至 ~ Ee, (9.1.31) 
由 此 可 导出 其 二 阶 导数 的 中 心 差分 表示 
LE E™—2E+E” 
de CA)’ 
将 上 式 代入 方程 (9. 1. 24) ,可 得 到 


(9. 1. 32) 
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T 十 S ]. 严 TB (0183) 


tl 2 
TE = [as gn 

显然 ,给 定 三 和 初 值 E" 及 E' ,就 可 按 步 进 法 求 得 其 他 时 间 步 的 E" (一 2,3， 
…). 但 与 方程 (9. 1. 30) 不 同 的 是 ,每 一 时 间 步 要 求解 的 矩阵 方程 不 包括 S$. 这 种 
形式 称 为 显 式 算法 . 与 方程 (9. 1. 27) 不 同 的 是 ,只 要 At 足够 小 ,方程 (9. 1. 33) 就 
是 数值 稳定 的 , 即 是 有 条 件 稳定 的 . 可 以 证 明 ,其 数值 稳定 性 条 件 为 

2 
VPCT-TS)” 
其 中 po(T-S) 表 示 和 矩阵 TS 的 谱 半径 ,也 就 是 矩阵 T :8 的 最 大 特征 值 . 

(4) Newmark 法 

除 以 上 三 种 传统 的 差分 形式 ,Newmark 给 出 了 另 一 种 差分 近似 . 在 这 种 方 
法 中 ,E 及 其 一 阶 导数 在 t 十 At 时 刻 的 近似 表示 分 别 为 


, ee et 
Er 一 已 +A 坚 十 (于 -bao TE 二 PCA0: 8 一 ，(9.1.35) 


At< 


(9.1.34) 


dE™ _ dE" ey dE" dE™! 
二 at'l DAt a +YAt dz ， 


其 中 8 和 7 是 两 个 可 选择 的 参数 ,其 作用 是 控制 时 间 步 进 过 程 的 精度 和 稳定 性 , 

这 时 ,方程 (9. 1. 24) 变 成 

[Br -让 r( 人 ie 
-Bm 


+( 训 -r+a)r"] (9.1.37) 


(9. 1. 36) 


应 用 较 多 的 是 令 一 去, 称 为 Newmark-8 法 . 在 这 种 情况 下 ,上 式 成 为 


T+ps]: Ei =[ = 


一 [8J 一 十 (1 一 28) 六 二 87 一]. 


[ar T+G 一 295]. 书 T+pS | E”™! 


(9. 1. 38) 
显然 , 当 8 一 0 时 ,上 式 与 方程 (9. 1. 33) 完 全 一 致 , 即 Newmark-8 法 退化 为 中 心 
差分 法 . 这 也 说 明 ,Newmark-8 法 比 中 心 差分 法 具有 更 广泛 的 含义 . 可 以 证 明 ， 
当 8>0. 25 时 ,方程 (9. 1. 38) 表 示 的 时 间 步 进 过 程 是 无 条 件 稳定 的 ,因此 是 隐 式 
算法 . 
在 以 上 四 种 时 间 离 散 算法 中 ,具有 二 阶 精度 的 中 心 差分 法 和 Newmark 法 
最 为 有 用 . 隐 式 算法 的 优越 性 更 突出 地 体现 在 一 些 特殊 问题 中 . 对 这 种 问题 , 若 
采用 显 式 算法 ,At 要 选 得 足够 小 ,才能 保证 步 进 过 程 是 稳定 的 . 在 中 心 差分 法 
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中 ,需求 解 的 矩阵 方程 不 包括 5, 因 而 有 更 优良 的 性 态 , 且 用 迭代 法 求解 收敛 得 
更 快 . 


9.1.3 正 交 矢 量 基 函 数 


与 时 域 有 限 差 分 法 相 比 ,时 域 有 限 元 法 的 最 大 缺点 是 在 每 一 时 间 步 都 要 求 
解 矩 阵 方程 ,大 大 延长 了 计算 时 间 , 这 正 是 时 域 有 限 元 法 还 不 能 普及 的 主要 原 
因 . 虽然 所 要 求解 的 矩阵 一 般 是 不 随时 间 变 化 的 ,只 需 一 次 分 解 或 预 处 理 , 但 对 
含有 很 多 个 未 知 量 的 电大 问题 ,所 占用 的 计算 机 资源 仍然 是 非常 可 观 的 . 如 果 能 
构造 出 正 交 矢 量 基 函数 ,就 能 使 矩阵 对 角 化 ,从 而 避免 复杂 的 失 阵 求 着. 在 文献 
[70] 中 已 提出 了 这 种 方法 . 

对 于 二 维 问题 , 常 采用 三 角形 单元 .在 矢量 有 限 元 法 中 ,常用 矢量 基 函 数 
Ni(p) 将 任 一 三 角形 单元 e(e 二 1,2,…,M, 其 中 M 为 三 角形 单元 的 总 数 ) 的 电场 
展开 为 


3 
E' (pt) = DN Cp EC). (9.1. 39) 
各 


其 中 E: 为 展开 系数 .为 了 将 如 式 (9. 1. 21) 定 义 的 矩阵 工 对 角 化 ,N; 必须 是 正 交 
的 , 即 
(N,N,) =| NNdQ = 0,, (9.1.40) 
其 中 Q, 表示 单元 e 的 区 域 ,C 为 常数 , 严格 地 讲 , 令 N; 精确 地 满足 上 式 几 乎 是 
不 可 能 的 .然而 在 实际 问题 中 ,上 式 中 的 积分 总 是 通过 数值 计算 完成 的 , 故 可 以 
表示 为 
(NN) = Nm “Ni(m) = CO， (9.1.41) 
其 中 系数 w 的 选取 使 得 数值 积分 至 少 有 二 阶 精度 ,m, 为 单元 。 中 楼 边 ! 的 中 
点 ,C 为 常数 .与 式 (9.1.40) 相 比 ,满足 上 式 的 N' 更 容易 构造 
Whitney 楼 边 基 函 数 在 电磁 场 问题 的 矢量 有 限 元 法 中 被 广泛 应 用 ,可 表 
示 为 
Wi = LQVA—AV), ij,k= 1,2,3. (9. 1. 42) 
这 里 ,W; 保证 通过 边界 面 时 切 向 场 分 量 的 连续 性 ,同时 又 允许 法 向 场 分 量 不 连 
续 ,楼 边 i 连接 节点 j 和 k,!; 为 校 边 i 的 长 度 , 和) 分 别 为 关于 节点 和 的 
标准 线性 节点 标量 基 函 数 . 但 是 ,这 种 棱 边 基 函 数 不 满 足 式 (9. 1. 40) 所 定义 的 正 
交 性 . 为 此 ,构造 如 下 定义 的 矢量 基 函 数 乞 
z= .Wt， 在 楼 边 i 的 中 点 ， 
“To, 在 其 他 校 边 的 中 点 ， 


i=1,2,3, (9.1.43) 
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其 中 点 表 示 棱 边 ; 上 的 切 向 单位 矢量 . 显然 ,Zi 满足 式 (9. 1. 41) ,但 不 能 表示 在 
棱 边 i 的 中 点 处 有 法 向 场 分 量 . 也 就 是 说 ,这 是 一 个 非 完备 函数 集 . 为 解决 这 一 
问题 ,构造 男 外 一 个 矢量 基 范 数 不: 


Fe 在 楼 边 i 的 中 点 ， 
B;: = 4er 


0， 在 其 他 棱 边 的 中 点 ， 

其 中 n; 表示 棱 边 ;上 的 法 向 单位 矢量 . 显然 ,Bi 不 仅 满 足 式 (9. 2. 41) ,并 且 对 
所 有 的 名 也 是 正 交 的 . 在 上 式 中 引入 的 e 允许 强加 于 电场 的 法 向 非 连续 性 
条 件 . 

然而 , 式 (9.1.43) 和 (9.1.44) 并 不 是 如 和 B; 的 唯一 的 定义 式 ,如 下 定义 的 
函数 集 也 相应 地 满足 以 上 要 求 , 即 

SO 
ZZ=W’ 之 BB B:=4 ni i= 1,2,3. (9.1.45) 

其 基本 特性 如 图 9-1 所 示 . 


i= 1,2,3, (9.1.44) 


图 9-1 二 维 问题 中 正 交 矢量 基 函 数 的 示意 图 


为 了 用 正 交 矢 量 基 范 数 对 电场 进行 形 如 式 (9. 1. 39) 的 展开 ,可 以 简单 地 令 
N:=Z, N=B, i=1,2,3. 
对 于 三 维 问题 ,也 可 进行 类 似 的 处 理 , 详 细 过 程 可 参看 文献 [70]. 
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9.1.4 算 例 分 析 一 一 在 有 界 问 题 中 的 应 用 


为 了 验证 以 上 所 述 算法 的 有 效 性 ,文献 中 已 给 出 了 一 些 算 例 ,最 简单 的 情况 
是 计算 金属 谐振 腔 的 谐振 频率 .文献 [72] 用 四 面体 单元 和 Whitney 基 函 数 计算 
了 2mX3mX4m 的 矩形 谐振 腔 , 单 元 尺度 为 0.25 m. 激励 信号 为 一 高 斯 脉冲 电 
场 ,形状 为 exp 一 [(t 一 50)/oJ* ,其 中 o==1/(x),f 二 500MHz. 在 HP735 工作 站 
上 计算 10 000 步 ,利用 FFT 把 所 得 时 域 信 号 变换 到 频 域 ,前 3 个 模 的 谐振 频率 
由 表 9-1 给 出 ,可 以 看 出 其 结果 有 相当 好 的 精确 度 . 


表 9-1 矩形 腔 谐振 频率 


精确 值 /MHz 
62.5 
83. 853 82. 593 


90. 139 88.741 


文献 [73] 给 出 了 用 正 交 化 矢量 基 函 数 对 二 维 谐振 腔 的 计算 结果 . 第 一 个 算 例 
是 二 维 矩 形 金属 腔 中 的 TE 模 ,尺度 为 1 mX 1/3 m. 在 脉冲 信号 激励 下 ,对 存储 的 
时 域 电场 信号 做 了 傅 里 时 变换 ,从 而 获得 其 谐振 频率 . 第 二 个 算 例 是 二 维 圆 形 谐振 
腔 ,两 种 谐振 腔 都 采用 三 角 单元 ,其 尺度 略 有 随机 改变 . 从 计算 效率 角度 比较 ,采用 
正 交 化 矢量 基 函 数 比 采 用 一 般 矢量 基 函 数 虽 增 加 了 自由 度 ,但 减少 了 CPU 时 间 ， 
表 9-2 给 出 了 谐振 腔 计算 结果 的 比较 , 贺 形 谐振 腔 的 计算 结果 也 基本 类 似 . 


表 9-2 矩形 谐振 腔 计 算 的 CPU 时间- 


计算 值 /MHz 
62.07 


一 般 矢量 基 函 数 正 交 化 矢量 基 函 数 
单元 数 自由 度 CPU 时 间 自由 度 CPU 时 间 
600 | 245 84.9 695 34.4 
2400 940 863.5 2740 | 272.2 
5400 2085 2989.8 6135 | 972.9 
9600 3680 7173.4 10880 2166.9 


$ 9.2 完全 匹配 层 在 时 域 有 限 元 法 中 的 应 用 


和 频 域 有 限 元 法 的 情况 一 样 , 当 把 时 域 有 限 元 法 应 用 到 无 界 问题 时 ,也 必须 
利用 合适 的 条 件 把 计算 区 域 限定 在 一 个 合理 的 有 限 区 域 . 一 般 的 情况 是 在 截断 边 
界 应 用 吸收 边界 条 件 , 以 便 尽 量 降低 人 为 造成 的 非 物理 的 边界 反射 . 在 现 有 已 知 的 
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各 类 吸收 边界 条 件 中 ,完全 匹配 层 具有 最 优良 的 特性 . 作为 吸收 边界 条 件 的 原理 ， 
完全 匹配 层 已 在 前 面 介绍 过 ,此 处 将 直接 讨论 其 在 时 域 有 限 元 法 中 的 应 用 问题 . 


9.2.1 完全 匹配 层 中 场 的 波动 方程 


假设 所 考虑 的 问题 如 图 9-2 所 示 , 在 V; 内 存在 源 J(r,t) 和 物体 ,在 此 情况 
下 ,J(r,t) 所 产生 的 电场 为 E(r,t). 为 限定 EC(r,t) 的 计算 空间 ,在 V, 的 外 围 设 
置 完全 匹配 层 (PML).V, 加 上 PML 所 占 的 空间 合 称 V。,V; 和 V。 的 表面 分 别 
用 S, 和 S,。 表示 . 


PML 


图 9-2 由 PML 截断 的 计算 空间 


对 PML, 将 用 各 向 异性 媒质 的 描述 方法 ,正如 在 $7.7 中 所 做 的 那样 . 为 了 
构造 PML 中 的 时 域 有 限 元 方程 ,首先 需要 求 得 PML 中 电磁 场 满足 的 时 域 麦 克 
斯 韦 尔 方程 和 时 域 矢 量 波动 方程 . 

Berenger 最 早 提出 的 完全 匹配 层 是 用 场 分 量 的 分 裂 形式 给 出 的 ,直接 把 它 
应 用 于 有 限 元 法 有 一 定 困难 . W. C. Chew 等 人 的 研究 表明 ,完全 匹配 层 可 在 一 
种 伸展 坐标 系 中 表示 成 非 分 裂 的 形式 . 相对 于 坐标 z,y 和 >z，, 分 别 引 入 如 下 伸展 
坐标 


元 一 | seoar'， y= | soay， 三 一 Seoar， (9.2.1) 
其 中 S.,S, 和 S.。 为 完全 匹配 层 的 参数 , 设 它们 为 相应 坐标 的 连续 函数 . 伸展 坐 
标 系 中 的 偏 导数 可 定义 为 


EN :ee hs i 6 


若 定 义 算 符 


《052 3 
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且 
一 1 一 人，6= zyvz， 9.2.4) 
S:=1 €= I,y,z [4 
则 方程 
VxXH=—iweE, .VXE= iwH, (9.2.5) 


与 方程 (7. 6. 56) 一 (7. 6. 67) 等 价 ,因此 可 称 之 为 PML 中 电磁 场 的 频 域 麦 克 斯 
韦 方 程 .事实 上 ,只 要 把 方程 (7. 6. 56) 一 (7. 6. 61) 改 写成 


—iweS,E, = Ea + 女 ,)， 
~iweS.E. =——2(H, + Hl.), 
—iweS.E,.= 了 fi 十 户 .)， 
— iweS,E, =- 辽 (所 十 召 。)， 
一 ieS, = (H+ 和 .), 
三 iweS,E, = 一 总 (H, +E,.). 


按 顺 序 把 以 上 各 式 两 两 相 加 ,并 注意 到 
[oy 


HA, +H.=H,, H,+H,. =H,, H.+H,=H 
则 方程 (7. 6. 56) 一 (7. 6. 61) 的 频 域 形式 等 效 于 


S 195 1 3 
—iweB, = 2. 2， 
iweE, 5 Bvt 5 2 

-6 六 汪汪 这 育 : 宇 十 全 育 
iweE, = 5 Ei 5 2H 

_iweE L132H 12 
web = 5 azHs sayH’ 


这 些 方程 正 是 (9. 2. 5) 第 一 式 的 分 量 形式 . 用 同样 的 办 法 ,可 以 证 明 方程 (9. 2. 5) 
的 第 二 式 与 方程 (7. 6. 62) 一 (7. 6. 67) 的 频 域 形式 相对 应 . 


另 一 方面 ,如 果 令 
二 二 +):), (9. 2.6) 
E= iS,E, + 3S,E, +25.E., (9. 2.7) 


H= iS.H, + 35,H,+i5.H., (9. 2. 8) 


320 瞳 变 电磁 场 一 一 理论 和 计算 


则 方程 

VXH=—iwes .bE, vxE=ivs .让 (9. 2.9) 
与 方程 (9. 2. 5) 等 价 . 该 方程 把 完全 匹配 层 描绘 为 各 向 异性 的 媒质 ,具有 与 一 般 
麦克 斯 韦 方 程 相同 的 形式 . 根据 这 一 特点 , 既 可 以 用 它 表 示 PML 中 的 电磁 场 ， 
也 可 以 用 它 表 示 PML 以 外 的 空间 中 的 电磁 场 ,只 要 令 5 等 于 单位 并 矢 . 因此 ， 
由 方程 (9. 2. 9) 出 发 建立 带 有 PML 边界 的 电磁 场 计 算 问 题 的 离散 方程 是 比较 
方便 的 . 为 了 构建 时 域 有 限 元 方程 ,我 们 需要 导出 时 域 矢 量 波动 方程 . 为 此 , 先 由 
式 (9. 2.9) 消 去 及, 得 到 关于 亡 的 方程 


VX (VXB) =—e . (iw)'E, 
两 边 取 健 里 叶 逆 变换 , 便 可 得 到 所 需 的 时 域 方程 
a 


k 2 
VXjST (rt) [VX ECr,t)]+eS r,t) * BE = 0. (9.2.10) 


其 中 5Cr,t) 为 对 应 的 时 域 量 ,而 ECr,l) 则 可 根据 式 (9.2.7) 和 (9. 2.4) 表 示 为 


Er =#[1+ 衬 ( 奶 ) ‘Je rsl1+e (&) ee 


Fi[ + 天 ( 台 ) ea (9.2.11) 


其 中 ( 忌 ) "表示 对 4 的 积分 . 


9.2.2 基于 总 场 的 时 域 有 限 元 方程 


为 计算 由 V; 内 源 Jr,) 所 产生 的 场 ECr,1) ,可 考虑 V 内 ECr,t) 所 满足 
的 波动 方程 . 方程 (9. 2. 10) 适 用 于 完全 匹配 层 中 的 场 ,但 如 设 定 在 Vi 内 Se=1， 
6 二 =z,y,z, 则 它 也 适用 于 V, 内 的 电场 ,但 要 考虑 到 J(r,t) 的 存在 . 于 是 ,我 们 取 
Elr,) 在 V。 内 满足 如 下 形式 的 波动 方程 


i =- 2 
YXxA SD VXECrD) TS * DiECr,n) 一 一 B10. 


(9.2.12) . 


为 了 使 方程 的 解 唯一 ,必须 设 定 S, 上 场 的 边界 条 件 . 为 了 抑止 伪 模 的 出 现 , 可 采 
用 如 下 的 边界 条 件 "1 


nx [pS rx VXEC,DI+ YYn x 2[n xX Er,t)] = 0. 


(9.2.13) 
其 中 为 S。 的 外 法 向 单位 矢量 ;Y, 为 自由 空间 波导 纳 ;7 为 一 系数 ,用 以 确定 所 
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加 边界 条 件 的 阻抗 . 若 采 用 矢量 函数 N, 作为 检验 函数 , 则 方程 的 弱 形式 为 
| [se x iE(r,0]. N+ [VX Sr x VXEC,D)]: N, 


9 
EJr,t) I V=0, 9.2.14 
十 zl t) | N,}d 0 C ) 


考虑 到 
Ns [VX TSD VXEC DV (LSD) * VX ED JXN,) 


十 [SrDx YXxECrD] VXN, 
和 
{LN ST Dx YXErD]XN)=N (nx [Sr x 了 XECrD])， 
再 利用 边界 条 件 (9. 2. 13) ,又 有 
Ni (nxX [pS (rt) x VXECr,L)]} 


一 一 Ni 。 (rn XB[nX Er,9| 


= 一 | 并 aIn x ECr,0]). LN x n]. 
把 以 上 结果 代入 方程 (9. 2. 14) , 便 得 到 


2 网 
| [ww， SCr,Dx Er 十 9XN St) # VX Er,t) 
oy 


2 ] .nmX 己 二 
二 NB dy + Yn XN "nxX3E(r,)dS = 0.(9.2.15) 
把 待 求 电场 展开 为 
x 
El(r,0) = Dw (DN,n), (9. 2. 16) 


其 中 N 表示 展开 函数 的 总 数 . 在 假定 每 一 单元 内 完全 匹配 层 的 参数 oo 和 og 
均 为 常数 的 情况 下 ,把 式 (9. 2. 16) 代 入 (9. 2.15) ,经 过 必要 的 运算 ,就 可 得 到 
关于 wu(z) 的 常 微分 方程 


M 2 
沁 ( 荆 回 + 于 +Q 于 Tw + Sn 


er dr: ”dt 
+ DD) Siyget BD Tiyetf)=0, C9 B17) 
ee Sa 


这 里 的 M 表示 单元 的 总 数 ;u 一 [u ,wu,，,…,uyJ 为 未 知 矢量 , 广 为 激励 矢量 ,其 
元 素 为 
f= (N87), C9.2. 18) 


其 中 V. 为 单元 e 的 体积 . 式 (9. 2. 17) 中 各 方 阵 的 元 数 分 别 为 
T= eNi,Ni)y,, (9. 2. 19) 


322 卫 变 电磁 场 一 一 理论 和 计算 


Tis= el(NisLe® Nv, €= p,qTsysz (9. 2. 20) 
Q; = Wn X Nisn XN))s,, (9. 2.21) 
Sy=p (VXN,VX Nv,, (9. 2. 22) 
Sts = (VXN Le VXN)v = ry,z, (9. 2. 23) 


而 工 , 和 工 ,.: 为 对 角 张 量 , 且 
L, =e ' [起 (go, 二 6o. 一 6,) 十 装 (0; 十 6, 一 6,) 
+ 直 (g, +o,—0.)]， 
L, =e (2 [0 —o,(0, +o.)+o,0.] 
十 闻 [e 一 a,(o; 十 6.) 十 go.] 
十 委 [o: 一 a.(o, 十 ov) 十 oo,])， 
=— 87? [0 — 60,(0, + 0) +0,], 


5 
L, 一 一 91e 一 [o; —o,(0; 6.) + os0:], 
L 


,=— 2 [0 — ol0; +0,) +o0,], 
Re By Os wp Os IIz 
大 一 闭 全 二 于 十 民 
Ia 一 Ir Iy 一 Ir 
下 ,一 PC 二 十 芝 开 
区 We 
,一 名 和 一 和 十 装 守 一 和， 
一 本 要 


pelt) = ol (2) # u(t) ,€ = ry 
其 中 如 (z) 表 示 单 位 阶 路 函数 . 对 方程 (9. 2. 17) 进 行 时 间 离 散 ,就 可 按 步 进 方法 
求 得 所 给 问题 的 时 域 解 . 
9.2.3 ”基于 散射 场 的 时 域 有 限 元 方程 
对 于 散射 问题 , 设 场 源 在 无 限 远 ,在 计算 区 域内 它 被 设 定 为 自由 空间 中 的 平 
面 波 . 计算 空间 内 任何 一 点 的 场 可 表示 为 人 射 场 (r,t) 和 散射 场 EF'(r,t) 的 和 ， 
记 做 B'(r,t) , 称 为 总 场 . 若 仍 考虑 图 9-2 所 示 的 计算 空间 , 则 在 V。 中 有 E:= 
E' 一 E' ,于 是 有 与 式 (9. 2. 10) 对 应 的 方程 
VXpS rx VXE(r,t) +es (r,t) * 


长 


OE: 
anE (r,t) 


z 
=— VX VXE(,D) -eBE(r,t), (9.2.24) 
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由 于 该 方程 也 适用 于 V,;, 只 要 设 定 5(r,t) 二 1, 故 用 N, 作为 检验 函数 由 伽 
辽 人 金 法 可 得 V, 内 场 的 弱 形式 方程 


| [ev， DED) + VXN,. VX ECr,n) av 
a 


-| pIN, XVXE'(r,t)]. ndS 
s 


--| [en, OECD + VXN,. xD Jav. (9. 2. 25) 
本 3 
对 PML 所 在 的 区 域 v. 一 V,, 则 有 


| [ev .SrDx BF) YX Ni ep STD yx VxECr Jav 
人 


| [N, xp! VX Er,)] 。ndS | LN Xj) * VX Et)]. ndS 
中 


-| [LN Xp VXE'(r,t)]. ndS 
5 


2 


: | [NE CD + VXN,. Vx Er Jav. 
(9. 2. 26) 
把 以 上 两 式 合并 ,并 考虑 在 S, 上 的 阻抗 边界 条 件 
nx [x I§ (7D) x VX EC + YY,n xa[n x ErD]= Uir,D， 


(9. 2. 27) 
其 中 


U(rt) 一 mXU VXECD)]+ YY,n Xx 旺 [n x Ei(r,t)], 


(9. 2. 28) 
这 里 的 U 是 E (r,t) 对 每 一 基 范 数 的 投影 且 是 已 知 的 , 则 可 得 到 散射 场 在 整个 
计算 空间 V。 内 所 满足 的 弱 形式 方程 


2 | 
| [ev， “SD OECD) HVXN, Sn) x vxECr,D Jav 
v, or 
+| yYn XN;. ["x BE'(r,0 ds 
人 "LL 和 
-—| [ev OECD FIXN, A VE Dav 
网 上 i ， 
Y 


-|. {LyYn x Nj: [mn XBE' (D+N, Ut) jas. (9. 2. 29) 
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如 果 EE (r,t) 和 未 知 的 E'(r,t) 用 相同 的 展开 式 , 则 可 得 到 常 微分 方程 


l ER 
+T,， 学 +Q 吉 + T+ Su Dh 


Tr ”dt 


其 中 
f = (NU),. 

方程 中 各 参数 的 具体 表达 这 里 不 再 一 一 列 出 ,其 计算 方法 很 多 地 方 与 式 (9. 2. 17) 
类 似 . 


9.2.4 算 例 分 析 


文献 [69] 中 给 出 了 几 种 算 例 , 证 明了 上 面 所 给 算法 的 可 行 性 及 其 计算 精度 
和 效率 .下面 仅 介绍 其 中 两 个 简单 算 例 . 在 两 个 算 例 中 ,PML 均 为 方形 框 ,其 电 
导 率 的 选择 使 其 正面 人 射 的 反射 系数 小 于 0. 0001. 用 Newmark 法 求解 方程 的 
时 间 离 散 . 
第 一 个 算 例 是 电 偶 极 子 在 自由 空间 的 辐射 ,其 激励 电流 为 
Jr = BC)exp[— (4— 4/ 0r), 


其 中 心 一 25. 9 ns,r 一 5. 25 ns. 源 置 于 计算 区 域 中 心 , 其 尺度 为 0. 7 ms ,并 划分 为 
7390 个 四 面体 单元 , 共 9656 个 未 知 量 . PML 的 厚度 为 0. 25 m, 外 围 是 电 壁 , 这 
里 没有 用 阻抗 边界 ,是 因为 Se 的 谐振 模 频率 在 激发 源 频谱 之 外 . 图 9-3. 给 出 了 
r 一 一 0.05x 十 0.027z〈 单 位 : m) 处 的 电场 E. ,该 结果 与 精确 值 非常 接近 . 


s 
4 XI0 


=--TDFEMYPML 
EXACT 


一 E 


E./(Vm!) 


0 02 0.4 0.6 08 1 12 
时 间 /s x107 
图 9-3 电 偶 极 子 的 辐射 电场 
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第 二 个 算 例 是 关于 半径 为 0. 5 m 的 导体 球 的 散射 问题 ,入 射 波 为 
Ei(r,t) 一 227[t 一 b 一 下 Cr 一 mm)/cexp{ 一 [一 二 一 下。 Cr 一 rm)/c]:/r)， 
其 中 天 一 ?一 12. 99 nsym 一 一 z,r 一 2. 6 ns. PML 的 厚度 为 0. 25 m, 距 离 球面 


0. 25 m, 并 外 设 如 式 (9. 2. 13) 所 示 的 阻抗 边界 ,其 中 y 一 1. 整个 计算 区 域 划分 为 
47 524 个 单元 ,未 知 量 达 59 482 个 . 所 计算 的 导体 表面 电流 示 于 图 9-4, 它 与 精 


确 解 符合 得 相当 好 . 
001 
-EXACT 
— TDFEM+PML) 
| 
3 
3 
LE J i 
x10™ 


时 间 /s 
图 9-4 导体 表面 电流 


图 9-5 则 给 出 了 由 表面 电流 计算 的 后 向 散射 截面 ,图 上 也 与 精确 解 进行 了 
对 比 ,说 明 所 进行 的 计算 有 很 好 的 精确 度 . 


0 

[:) 

鱼 

二 -30 

< 

> -40| 二 EXACT 
_s0| ©°_ TDFEM+PML 
-60 

让 
4aA 


图 9-5 后 向 散射 雷达 截面 
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$ 9.3 ”时 域 有 限 元 一 一 边界 积分 法 57] 


计算 开 域 问题 ,除了 利用 吸收 边界 条 件 截 断 计 算 空 间 的 方法 ,在 频 域 有 限 元 
法 中 还 发 展 了 其 他 的 方法 ,其 中 有 些 也 可 以 在 时 域 应 用 .将 边界 积分 与 时 域 有 限 
元 相 结合 ,已 被 证 明 是 一 种 很 有 效 的 时 域 方 法 ,尤其 在 边界 积分 中 引入 时 域 平 面 
波 法 ,可 大 大 提高 计算 效率 . 


9.3.1 时 域 有 限 元 一 一 边界 积分 法 的 基本 方程 


考虑 电磁 散射 问题 ,设置 一 虚拟 边界 S, 把 散射 体 完全 包 在 其 中 ,再 在 散射 
体 表面 与 虚拟 边界 之 间 取 一 封闭 面 S,, 按 等 效 原理 ,在 其 上 设置 等 效 源 J 和 M， 
如 图 9-6 所 示 ， 


图 9-6 虚拟 边界 和 等 效 源 的 设置 
外 源 在 V。 内 所 产生 的 电磁 场所 满足 的 矢量 波动 方程 一 般 地 可 以 写 做 
YXArYXE(Cr'D +e :ECr,t) +oBE(r,t) = 0, r € V (9.3.1) 
为 了 使 解 是 唯一 的 ,在 S, 还 需 满足 边界 条 件 
nx [VX EG,D)] 十 yn xaLn XE(r,)] = 0,r€ S,,(9.3.2) 


这 里 的 7 为 一 未 知 系数 , 它 是 S。 上 的 位 置 及 时 间 的 函数 . 为 了 决定 y, 引 入 一 个 
虚拟 面 S,, 由 其 上 的 等 效 源 产生 的 场 来 决定 7. 

和 以 前 一 样 ,可 以 由 矢量 函数 N, 导出 由 方程 (9. 3.1) 和 (9. 3. 2) 所 确定 的 边 
值 问题 的 弱 形式 


| [YXN VX ED teNi* SE(r,D) +oN, BE Cr Jay 


+| yY,[n X Ni]. [nx Er,)]ds = 0. (9.3.3) 
s, ar 
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但 是 ,如 果 由 此 出 发 导出 时 域 有 限 元 的 空间 离散 后 的 常 微 分 方程 , 则 某 一 
矩阵 中 必 会 有 系数 y, 而 7Y 是 时 间 的 函数 ,这 就 要 求 每 一 时 间 步 都 要 计算 有 关 
和 矩阵. 为 了 克服 这 一 缺点 ,同时 又 避免 谐振 模 的 出 现 ,可 采用 以 下 阻抗 边界 
条 件 


nxX[y'v XECr,DI+Y., 号 [axnxEdr,D=Ur,DvrES,， (9.3.4) 
其 中 Y.=Ve/p, 而 U(r,t) 可 由 S, 上 的 等 效 源 在 S。 上 所 产生 的 场 按 式 (9. 3. 4) 
计算 得 到 . 由 式 (9. 3. 1) 和 (9. 3. 4) 所 确定 的 边 值 问题 的 弱 形 式 则 为 
| trIYXN].[YxE(r,D] 二 EN，。 Er 十 oNi ， BECr,D)dy 


二 | (Yn x N] anx ED + Ne UG)])dS = 0 (9.3.5) 


按 以 前 的 做 法 ,在 这 一 方程 中 代入 电场 由 N, 作为 基 函 数 的 展开 式 , 就 可 求 
得 对 应 的 离散 方程 . 除 此 之 外 ,还 可 以 采用 频 域 有 限 元 中 常用 的 基于 变 分 原理 的 
方法 . 根据 广义 变 分 原理 ,与 方程 (9. 3. 1) 和 (9. 3. 4) 问 题 等 价 的 变 分 问题 的 泛 函 
可 表示 为 
LLE(r,b] = 计 { VXE(r,t) » [VX Er,t)]+e En). Elr,t) 


+o Er,) Erav+ 雪 | 他 [nx Er,D], [ax ECr,0)] 
+2E(r,) «U(r,D)}dS (9.3.6) 
由 此 出 发 ,同样 可 以 得 到 离散 方程 . 
9.3.2 离散 方程 和 边界 积分 计算 
为 了 对 方程 进行 离散 处 理 , 仍 采用 展开 式 


Elr,t) = De (DN, (7), (9.3.7) 
获得 离散 方程 可 以 由 式 (9. 3. 5) 出 发 ， 也 可 以 由 武 (9 3. 6) 出 发 , 下 面 采 用 后 一 种 
方法 . 
把 式 (9. 3.7) 代 入 (9. 3. 6) ,然后 对 w 求 偏 微 商 , 让 所 得 结果 等 于 零 , 即 可 得 
所 需要 的 方程 
T .至 +CR+TQ :至 +S. zu 十 mw 一 0， (9.3.8) 
其 中 了 T,R,Q 和 S 为 方 阵 ,w 和 w 为 列 矢 量 , 它 们 的 元 素 分 别 为 
Ts = eCNi, Ni)v,, 
Ss = (VX N,VX Nv,, 
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Ri 一 oON,N)v， 
Qs = YnX NnXN)s, 
一 (NUD)s . 
根据 $ 9. 1 所 述 原理 ,对 方程 (9. 3. 8) 可 以 有 多 种 时 间 变 量 的 离散 方法 . 当 
采用 中 心 差分 近似 时 ,可 以 得 到 如 下 的 差分 格式 


re FD 人 
六 ' = [essT Shu + [ziR+— IT] am 一， 
(9.3.9) 
其 中 
P= -LiT+- LR+Q), (9.3.10) 


(Ab 翅 ; 
这 里 At 表示 时 间 步 长 . 显然 ,在 每 一 步 计算 中 都 需要 w", 它 由 式 (9. 3. 4) 的 
U(r, 决定 ,而 U(r,t) 又 由 S,。 上 的 场 决定 . 正如 前 面 所 指出 的 ,S, 上 的 场 可 由 
S, 上 的 等 效 源 推算 ,为 此 先导 出 由 它们 决定 的 矢量 磁 势 A 和 矢量 电势 4. 由 
§1.4 中 的 式 (1.4.15) 和 (1.4.16) 可 知 ,ACr,1) 和 A,(r,t) 可 表示 为 


Al(r,t) = sD *g(|r—r |,2dS', (9.3.11) 


hr = i x#g(|r—r |,Dds’, (9. 3. 12) 

而 根据 等 效 原理 ,其 中 的 Jr,t) 和 M(r,t) 应 为 
Jr =nX Ht) =—nx. [ VXEr,Ddrr € S,, (9.3.13) 

3 


M(r,t) =—nX El(r,t),r € S,. (9. 3.14) 
三 维 空间 的 时 域 格林 函数 g(|r 一 r | ,) 已 在 式 (2. 3. 33) 中 给 出 , 即 可 表示 为 
dt—|r-r |/v 
anl rr 
于 是 ,就 可 根据 8 1. 3 中 所 给 关系 ,由 A 和 4, 求 得 S, 上 的 场 . 因为 A 和 A。 
所 给 出 的 是 散射 场 , 要 加 上 入 射 场 之 后 才 是 总 场 ,于 是 有 


2E(r,1t) AE’ (r,t) a 2 19 
= 六 vv ; 19 yg 
( z—v )4acr 0) OF VX An (r,t) 


gl(|r—r ld)= (9. 3. 15) 


(9.3.16) 
YxEtr,D 一 YXE(r'D 一 号 2 vxArD +p( YY )4sr,D， 

(9.3.17) 
到 这 里 ,所 需 的 计算 都 可 以 进行 了 ,问题 是 如 何 提高 计算 效率 . 提高 效率 


的 一 种 现 有 方法 ,就 是 把 $ 6.4 中 介绍 的 时 域 平 面 波 法 用 于 S, 上 场 的 计 
算 中 . 
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9.3.3 算 例 分 析 i 

文献 [23] 中 给 出 了 多 神算 例 ,以 验证 上 面 介绍 ”7 
的 方法 ,其 中 既 有 二 维 问题 也 有 三 维 问题 , 既 有 二 > 
射 问题 也 有 散射 问题 . 在 基 丽 数 的 选择 方面 , 既 有 ，， HH 
零 阶 的 ,也 有 高 阶 的 ,并 它们 的 效果 进行 了 比较 ,本 


平面 入 射 波 


文 仅 就 一 种 散射 问题 的 计算 结果 给 予 简要 说 明 . 2 
作为 一 种 非典 型 的 结构 ,文献 考虑 了 如 图 9-7 i 下 
所 示 的 工 形 的 导体 散射 问题 ,其 中 的 人 射 波形 式 如 
同 9. 2. 4 的 球体 散射 ,其 中 图 9-7 工 形 导体 及 入 射 波 
天 一 cos(225?) 这 十 sin(225)3， 
to = 10. 39ns, 


ro 二 0. 6x 十 1.43( 单 位 : m)， 
Tt 二 2.1ns, 而 且 极 化 方向 改 为 

e = cos(135°)X++ sin(135°)3, 
这 一 脉冲 包含 的 最 高 频率 为 1.5GHz, 或 最 小 波长 为 0.2 m. 所 采用 的 虚拟 边界 
与 散射 体形 状 相同 ,但 距 其 表面 两 个 单元 . 全 计算 区 域 划分 为 5278 个 二 阶 四 面 
体 单元 ,共有 106 266 个 未 知 量 . 文献 同时 还 用 FDTD 十 PML 方法 对 该 问题 进行 
了 计算 ,以 便 进行 比较 . 

图 9-8 给 出 了 r==0.55x* 十 0.893 十 0.25z( 单 位 : m) 处 计算 所 得 的 电场 ,并 

与 FDTD 法 的 结果 进行 对 照 . 两 者 良好 的 符合 说 明 所 介绍 方法 在 计算 较 复杂 散 
射 问题 时 所 具有 的 较 高 精度 . 这 也 说 明 在 频 域 有 限 元 中 所 发 展 的 高 阶 有 限 元 在 
时 域 也 可 有 相应 的 作用 . 


一 FDTD*PML 
2 -~ 2nd-order FEM, 


0 1 2 


水 4 6 7 
时 间 /s < 
图 9-8 工 形 散射 体 的 散射 电场 
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用 于 电磁 场 计 算 的 时 域 有 限 体积 法 (Time-Domain Finite Volume Method， 
简称 FVTD) 是 从 20 世纪 80 年 代 末 至 90 年 代 初 逐渐 发 展 起 来 的 : 一 方面 是 人 
们 受到 计算 流体 力学 中 的 有 限 体 积 法 的 启发 ,把 它 用 于 麦克 斯 韦 方程 的 求解 ;一 
方面 则 是 人 们 对 时 域 有 限 差分 法 的 直接 发 展 ,并 吸收 了 有 限 元 法 的 一 些 优 点 . 
FVTD 的 最 大 特点 是 网 格 结构 的 灵活 性 ,从 而 具有 了 时 域 有 限 差分 法 和 有 限 元 
法 两 者 的 突出 优越 性 . 


§ 10.1 基于 守恒 形式 控制 方程 的 时 域 有 限 体积 法 


时 域 有 限 体积 法 是 20 世纪 60 一 70 年 代为 计算 流体 和 传 热 问题 而 发 展 起 来 
的 ,80 一 90 年 代 开 始 用 于 电磁 场 问题 . 为 了 继承 在 流体 力学 中 应 用 的 已 有 成 果 ， 
最 直接 且 简 便 的 方法 是 利用 流体 力学 和 电动 力学 的 某 些 共性 ,建立 起 具有 类 似 
形式 的 控制 方程 ,然后 就 可 用 类 比 的 方法 加 以 推广 应 用 . 和 其 他 数值 方法 一 样 ， 
有 限 体积 法 也 是 把 解 域 分 割 成 有 限 尺度 的 离散 网 格 ,但 在 每 一 个 网 格 节点 按 一 
定 的 方式 构成 一 个 包围 节点 的 控制 容积 ,其 关键 步骤 是 将 控制 方程 在 控制 容积 
内 进行 积分 . 


10.1.1 守恒 形式 控制 方程 


在 流体 流动 和 传 热 问题 中 所 遇 到 的 守恒 形式 的 控制 方程 ,可 概括 为 下 面 的 形式 
92 十 Y，(ogu) = 了。 Tvp) 十 S,， (10.1.1) 


其 中 y 为 通用 变量 ,在 不 同 的 问题 中 可 代表 不 同 的 物理 量 ;o 为 流体 密度 ;u 为 流 
速 ;为 扩散 系数 ;S。 为 源 项 . 最 早 的 有 限 体积 法 就 是 从 这 类 方程 出 发 而 发 展 起 
来 的 , 为 了 在 电磁 场 计算 中 应 用 有 限 体积 法 ,并 尽量 继承 其 在 流体 力学 中 已 经 取 
得 的 成 果 , 最 好 是 把 电磁 场 问题 的 控制 方程 也 表示 成 这 种 守恒 形式 ,以 便 用 类 比 
的 方法 把 有 限 体 积 法 用 于 电磁 场 问题 的 计算 . 

为 使 结果 更 具 一 般 性 ,我们 从 以 下 广义 的 麦克 斯 韦 旋 度 方程 出 发 


VxXE+no =—M, (10. 1.2) 


VvVxH-—e -ok=J, (10.1.3) 
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其 中 M 为 与 电流 源 J 相对 应 的 磁 流 源 ,是 为 了 表示 某 种 问题 人 为 引信 的 . 上 两 
式 是 时 变 电 磁 场 问 题 的 控制 方程 ,为 了 把 它们 化 做 具有 式 (10. 1. 1) 形 式 的 控制 
方程 , 特 引 入 一 些 具 有 特定 作用 的 算 子 . 定义 算 子 S 为 


0 一 as az 
S:a 一 (alyazyas) 一 | as 0 ~ail, (10.1.4) 
一 az al 0 
再 定义 
Div[S(o)] = vxa, (10.1.5) 
用 分 量 表 示 , 则 是 
了 
{Div[S(@)]), = 入 过 [SC (10.1.6) 
各 ar， 
于 是 , 式 (10.1.2) 和 (10.1. 3) 可 以 相应 地 表示 成 如 下 的 形式 
p+ DivLSCE)] =—M, (10.1.7) 
e 虹 一 Div[SCED] 十 到 = 一 了 (10.1.8) 
进一步 又 可 把 以 上 两 个 方程 合并 ,表示 为 
a +DivA +B.U= 6, (10.1.9) 
其 中 
E = 
be (a)’° - (a}: 


而 a,A 和 旦 为 以 下 矩阵 


e 0 0 -Ss o 0 
“人 由 4= 人 (s 0 ).a=- (6 o): 
方程 (10. 1.9) 具 有 与 方程 (10. 1. 1) 相 类 似 的 形式 ,可 称 为 守恒 形式 的 麦克 
斯 韦 方程 . 


10.1.2 守恒 形式 控制 方程 的 有 限 体积 离散 


为 了 书写 简便 ,但 并 不 失 一 般 性 ,在 下 面 的 讨论 中 只 考虑 麦克 斯 韦 方程 
aH 


YX 下 十 过 一 0， (10. 1. 10) 
= 
vxH eg 0， (10.1.11) 


的 解 . 在 这 种 情况 下 ,方程 (10. 1. 9) 成 为 
a +DivA +U) = 0. (10. 1.12) 


332 隐 变 电磁 场 一 一 理论 和 计算 


在 笛 卡 尔 直角 坐标 系 中 , 若 令 
= (E.,E,,E.,H.,H,,H.)”, 


el 0 
WE (8 a) 
其 中 7 为 单位 二 阶 张 量 , 则 方程 (10. 1. 12) 仍 然 成 立 . 这 时 ,可 以 写 做 
F(U) = 4 U = (FU),F(U), PF,(U)), 


而 且 


其 中 
0 ] ‘—H, | H, | 
H. 0 —H; 
—H, H | 0 
RD RD) R= ph 
三 夺 0 已 
E, (一 E， oj 
则 方程 (10. 1. 12) 又 可 写成 
U | Fi(U) | aFs(U) , oFs(U) 
a 全 2 对 Ee 0, (10.1.13) 
或 依 散 度 的 定义 ,上 式 可 简写 为 
a +V.[FCD)]= 0， (10.1.14) 


这 就 成 为 完全 的 守恒 形式 了 . 

有 限 体积 法 的 关键 是 对 方程 (10. 1. 14) 在 被 剖 分 成 网 格 的 解 域 的 有 限 体 积 
内 进行 积分 . 有 限 体积 的 构成 主要 有 两 种 方法 . 

第 一 种 为 网 格 中 心 法 , 即 有 限 体 积 围绕 网 格 中 心 构成 ,其 边界 与 网 格 边界 重 
合 .图 10-1 给 出 了 二 维 三 角 元 网 格 中 有 限 体积 的 构成 ， 


CS 
AA 


图 10-1 网 格 中 心 法 构成 有 限 体积 


第 二 种 是 网 格 顶点 法 , 即 有 限 体积 围绕 网 格 顶 点 构成 , 它 不 再 与 原来 网 格 相 
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合 . 在 二 维 三 角 元 网 格 的 前 分 中 ,有 限 体积 的 边界 是 由 该 顶点 所 属 的 单元 重心 
连 线 构成 ,如 图 10-2 所 示 . 


EE 


图 10-2 网 格 顶 点 法 构成 有 限 体积 


这 两 种 有 限 体积 的 结构 各 有 其 优 忽 点 : 网 格 顶点 法 构成 的 有 限 体积 容易 扩 
展 到 更 高 阶 的 空间 离散 ,但 在 处 理 边界 条 件 时 有 所 不 便 ;与 此 相反 ,用 网 格 中 心 
法 构造 的 有 限 体积 在 考虑 边界 时 却 很 自然 
设 第 ; 个 有 限 体积 由 V, 表示 , 则 整个 计算 域 9 可 表示 为 0=UV,. 车 V. 的 
表面 用 S 表示 , 它 由 m, 个 平面 组 成 , 则 
Ss=Us,. 
设 Vi 的 体积 为 V, 把 方程 (10.1. 14) 在 VV 上 积分 , 即 得 到 


af Vay +| Vv. F(adV =0. 
vot V 


利用 高 斯 定理 ,又 可 得 到 
9 a 
a .vav+| Fe ) .avdS =0. (10.1.15) 


其 中 太一 (BE ,H" ), 而 E* 和 HH" 分 别 表 示 E 和 HH 在 边界 S 上 的 值 ,a, 表示 
S 的 外 法 向 单位 矢量 , 与 流体 问题 相对 照 ,F(U* )。a, 可 称 为 通 量 . 

在 式 (10.1.15) 中 的 体积 分 可 以 近似 地 表示 为 U 在 有 限 体积 中 心 的 值 乘 上 
它 的 体积 |V,| ,而 面积 分 部 分 则 可 近似 地 表示 为 通 量 在 各 平面 S; 中 心 的 值 乘 上 
其 面积 |S, | 的 总 和 . 于 是 , 式 (10.1.15) 可 近似 地 表示 成 

aU; 

at 
其 中 UU; 为 Vi 中心 U 的 值 ,FC(U? )，a,i 为 通 量 在 Ss 中心 的 值 ,ax 为 Ss 由 六 内 
向 外 的 单位 法 向 矢量 . 这 里 的 困难 是 如 何 计算 通 量 ,因为 在 每 一 小 面 ,流量 都 与 
相 邻 两 面 有 限 体积 的 U 值 相关 . 要 解决 这 类 问题 ,可 以 参考 在 流体 力学 的 应 用 
中 已 经 积累 的 比较 成 熟 的 经 验 ". 


a DD | Se | eiiF(Ui) am. (10. 1. 16) 
本 上 | 
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10.1.3 时间 变量 的 离散 问题 


经 空间 离散 后 ,得 到 的 未 知 量 U 仍 是 时 间 的 函数 ,为 了 进行 数值 计算 ,还 需 
要 对 时 间 变 量 进行 离散 . 在 现 有 的 问题 中 ,需要 求解 的 是 时 间 的 一 阶 微分 方程 ， 
且 可 以 一 般 地 表示 为 


(2 
全 Is (10.1.17) 
u | ,~o = wo. 

和 以 前 一 样 ,对 时 间 变 量 : 也 加 以 均匀 分 割 ,其 间隔 为 At, 于 是 离散 后 的 时 
间 a 可 表示 为 如 一 zAt, 其 中 z 一 0,1,2…. 如 果 仍 用 以 前 的 表示 方法 ,wu" = 
ulnAt) , 则 对 uw 有 以 下 的 泰勒 展开 

ut! = 二 对 ( 闫 ) + 各 (2) +ocas)， (10.1.18) 

从 而 有 
( 闫 ) ik (RE) 


一 全 ， 
一 “一 学 (3) 十 OCA2)， (10.1.19) 


如 果 对 中 的 近似 只 取 上 式 的 右 侧 第 一 项 , 则 其 精度 为 O(Az). 在 这 种 近似 下 , 问 
题 (10. 1. 17) 成 为 
{ wt = ww + AtF Ce)， 
Ce (10.1. 20) 


其 中 FCe) 一 (38】 ,为 /(w) 的 离散 形式 .这 种 近似 被 称 为 欧 拉 (Eulen) 法 ， 


为 了 提高 精确 度 ,可 利用 由 式 (10. 1. 17) 得 到 以 下 关系 
Ou _ Of(w) _ af(w 3v - 22 ,fw). 
Ea a Ou 8 


将 其 代 人 式 (10. 1. 19) ,就 可 得 到 


-+ 人 (MM) 二 oae? 


Fw) + 学 [2 * Fe) ] + Ocar). 
(10. 1.21) 
这 样 ,就 可 以 得 到 具有 二 阶 近似 的 迭代 方法 
| ah = wr + AtF G0) + 等 [ 宏 名 * Feo)]， 
i (10.1. 22) 


此 式 称 为 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 (Lax-Wendroff) 法 . 比 起 欧 拉 法 ,其 精度 提高 到 二 
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阶 ,达到 OCAz?). 
还 有 一 种 方法 称 做 预测 -校正 法 ,其 过 程 分 成 两 步 ,第 一 步 由 w" 计算 出 


u"1 主 , 即 


re + 学 Fae)+o( 人 名). (10.1.23) 
再 进一步 计算 出 zx , 即 
art = 1 + AtF (u™t) + OCAF). (10. 1. 24) 


这 一 方法 也 具有 二 阶 精度 . 

除了 以 上 几 种 ,还 有 其 他 方法 可 供 选 择 . 可 以 看 出 ,这 些 都 是 显 式 的 ,它们 的 

稳定 性 是 有 条 件 的 , 即 在 一 定 的 空间 离散 条 件 下 ,At 的 选择 是 受到 限制 的 . 理论 
分 析 已 表明 59 ,At 必须 满足 以 下 关系 

At< 寺 min 上 

(2 1s! 


其 中 v=1/ Vep，, ep 为 V; 中 媒质 的 介 电 常 数 和 磁 导 率 . 


， 〈10.1.25) 


$ 10.2 ”基于 积分 形式 麦克 斯 韦 方 程 的 时 域 有 限 体积 法 


除了 上 面 介绍 的 电磁 场 计算 的 时 域 有 限 体积 法 ,在 文献 中 还 流行 着 另外 一 
种 时 域 有 限 体积 法 ,这 种 方法 与 时 域 有 限 差分 法 有 更 密切 的 关系 ,甚至 可 以 把 这 
种 时 域 有 限 体积 法 看 做 是 时 域 有 限 差分 法 的 一 种 扩展 形式 . 这 种 方法 不 需要 构 
造 微分 形式 麦克 斯 韦 方程 的 守恒 形式 ,而 是 直接 从 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 出 
发 . 当然 ,这 两 种 时 域 有 限 体积 法 的 构造 方法 在 本 质 上 还 是 相同 的 ,但 是 后 者 在 
发 展 时 域 有 限 体积 法 与 时 域 有 限 差分 法 的 混合 方法 时 更 加 直观 方便 . 


10.2.1 由 积分 形式 麦克 斯 韦 方程 导出 时 域 有 限 体积 离散 方程 


在 $1.1 中 我 们 应 用 斯 托 克 斯 定理 (1. 1. 9) 把 麦克 斯 韦 方程 中 的 两 个 旋 度 
方程 变换 成 了 如 下 的 积分 形式 


一 如 Beds—hE. dl， (10.2.1) 
6 

9 .d= a 

2|p as =—hH :al. (10.2.2) 


其 中 C 为 面 S 的 边界 . 在 构造 时 域 有 限 差分 法 时 ,有 时 也 从 这 种 积分 形式 的 麦 
克 斯 韦 方程 出 发 "9 ,甚至 还 带 来 某 种 方便 . 为 了 构造 时 域 有 限 体积 法 ,还 需要 另 
外 一 种 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 , 它 是 运用 旋 度 定理 
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[vxFav =$nx Fds (10. 2.3) 
A, 


而 得 到 的 ,其 中 S 为 体积 V 的 表面 ,n 为 S 的 外 法 向 单位 矢量 . 这 是 第 二 种 积分 
形式 的 麦克 斯 韦 方 程 


3 
一 过 一 » ,2.4 
2| aav ba Xx EdS (10.2.4) 


3 加 
[Dav 四 $n x HdS. (10.2.5) 


相应 地 ,我 们 称 式 (10. 2. 1) 和 (10. 2. 2) 为 第 一 种 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 . 

时 域 有 限 体积 法 的 优点 在 于 其 网 格 结构 的 灵活 性 ,可 以 更 方便 地 构造 共 形 
网 格 , 为 了 离散 以 上 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 ,假设 已 经 建立 了 菜 种 形式 的 网 格 
系统 . 考虑 到 叙述 方便 ,下 面 将 以 六 面体 网 格 作为 讨论 的 具体 形式 ,其 结果 适用 
于 其 他 形式 的 网 格 , 在 时 域 有 限 体积 法 中 把 网 格 分 为 相互 关联 的 两 个 体系 ,一 个 
称 为 原始 网 格 ,一 个 称 为 对 偶 网 格 . 图 10-3 给 出 了 六 面体 网 格 体系 的 构成 . 


一 er 


对 侦 网 格 


Ee WD 
EE 


对 偶 网 格 村 的 本 
图 10-3 原始 网 格 与 对 偶 网 格 的 关系 


对 偶 网 格 构造 的 方法 ,是 用 原始 六 面体 网 格 各 顶点 的 坐标 平均 去 定义 网 
格 重心 ,然后 用 直线 把 有 交界 面 的 相 邻 原 始 网 格 的 重心 连接 而 构成 新 的 六 面 
体 , 这 些 六 面体 就 称 为 对 偶 网 格 . 为 保证 这 一 构造 过 程 的 成 功 ,需要 假定 原始 
的 六 面体 结构 不 是 非常 奇异 的 ,以 便 重心 的 连接 只 穿 过 这 两 个 六 面体 的 唯一 
共有 面 . 

把 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 用 于 以 上 网 格 系统 的 各 个 网 格 单元 ,两 种 积分 
形式 分 别 为 


-ipas= EF 
a).s ds $F dl, (10. 2..6) 
9: .dS= y 
| Lp dS $a di, (10. 2.7) 


一 日 i 
和 | ,Bav $0. x Eds, (10.2.8) 
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2| pav = 中 ax Hds， (10.2.9) 
BiJv" av” 


其 中 4 和 站 分 别 为 原始 网 格 单元 一 个 面 的 面积 和 网 格 的 体积 ,34 和 3V 分 别 
表示 它们 的 边界 . 而 A* 和 V" 则 分 别 表示 对 偶 网 格 的 一 个 面 的 面积 和 网 格 的 体 
积 ,a4 和 a3V" 分别 表示 它们 的 边界 . 

在 文献 中 场 的 离散 取 值 有 两 种 类 型 : 第 一 种 是 把 电场 分 量 取 值 于 原始 网 格 
的 楼 边 ,而 磁场 分 量 则 取 值 于 对 偶 网 格 的 楼 边 ; 第 二 种 是 把 电场 分 量 取 值 于 原始 
网 格 的 节点 ,磁场 分 量 取 值 于 对 偶 网 格 的 节点 . 下 面 讨 论 第 一 种 离散 方法 . 

显然 ,按照 棱 边 离散 场 值 的 方式 ,如 果 网 格 是 正 交 的 , 则 通过 第 一 种 积分 形式 
的 麦克 斯 韦 方程 (10. 2. 6) 和 (10. 2. 7) 很 容易 得 到 标准 的 时 域 有 限 差 分 格式 . 由 


于 积分 中 a.x EdS 和 中 ，a XHdS 与 前 面 定义 的 通 基 间 的 联系 , 式 (10 2. 8) 


和 式 (10. 2. 9) 表 示 的 是 一 种 有 限 体积 格式 .所 以 , 式 (10. 2.6)~(10. 2.9) 打 通 了 
时 域 有 限 差分 法 与 时 域 有 限 体积 法 之 间 的 联系 . 

如 果 把 某 棱 边 上 的 场 量 定义 为 场 矢量 在 棱 边 方向 的 投影 , 则 对 电场 和 磁场 
分 别 有 E， rt 和 "rt" ,其 中 rz 和 F" 分 别 为 原始 网 格 和 对 偶 网 格 沿 楼 边 方向 的 
单位 矢量 . 在 对 偶 面 A" 上 的 电场 可 以 表示 为 

E= (Ea;)a’ +(Ee wv +(E. vi)v, (10. 2.10) 
其 中 a; 为 A* 的 法 向 单位 矢量 ,vw 和 vi 为 两 个 独立 的 A' 面 的 切 向 单位 矢量 . 
车 rt 为 穿 过 面 A* 的 原始 网 格 棱 边 的 单位 矢量 , 则 电场 对 该 楼 边 的 投影 可 表示 为 
Er= (Ea )(ar t+(Ee vy ot) + (Ey) rt), 
于 是 便 有 
BCE.Tr) ( 坚 
a Bt 


“a ) es D+ (Ew) “D+ (ew ) wD. 
(10.2.11) 


该 式 右 侧 第 一 项 可 利用 式 (10. 2.7) 求 得 ,因为 
GE )= 2 . Dds: = 中 . He dl*, (10.2.12) 
其 中 1A* | 为 A* 的 面积 .按照 前 面 的 取 值 规定 ,在 A* 的 边界 上 磁场 分 量 是 已 知 
的 , 且 可 以 进一步 表示 为 
中 .aa De 4 (10.2.13) 
这 里 r” 是 对 偶 面 A "的 第 ;个 边 楼 的 单位 矢量 ,1 是 它 的 长 度 . 


为 了 计算 式 (10. 2. 11) 右 侧 另 外 两 项 可 利用 第 二 种 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方 
程 中 (10. 2.9) 所 给 出 的 关系 ,再 利用 在 yi 和 内 上 的 投影 ,可 以 得 到 


elV 1 (六)=]. (a; XH) .vds, (10. 2.14) 
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elV:| ( 畦 ， [3 = 上 (ao XH) 。w ds. (10. 2. 15) 


其 中 IV* | 为 V' 的 体积 .为 了 计算 以 上 积分 ,需要 知道 每 个 面 上 的 a, X H. 对 于 
每 一 个 面 都 有 4 个 棱 边 ,每 个 棱 边 都 有 一 单位 矢量 ,如 图 10-4 所 示 . 


图 10-4 网 格 面 及 其 边 棱 上 的 单位 矢量 


若 用 rz 和 zi 表示 相交 的 两 个 楼 边 的 单位 矢量 , 则 可 得 到 以 下 关系 
an XH=—HXa,=—H(r Xt)=— (Hv)s+t+ (He sr, 
(10. 2. 16) 
于 是 a, XH 也 可 用 计算 量 表示 出 来 , 故 积分 (10. 2. 14) 和 (10. 2. 15) 是 可 以 进行 
的 .这样 , 式 (10. 2, 11) 的 各 项 就 都 是 可 以 计算 的 了 . 
对 于 磁场 的 计算 格式 可 利用 对 偶 关 系 得 到 ,只 需 在 以 上 关系 中 把 电场 与 磁 
场 以 及 原始 网 格 与 对 偶 网 格 所 扮演 的 角色 对 调 , 其 具体 形式 为 


UE Mo) Ga) + (Ee ) 
+( 踢 ce) (10. 2.17) 
nlAl (oe ) -2 Bs =$ Ed, (10.2.18) 
以 及 MANGES ") )=-|, (a, XE) «wds, (10. 2. 19) 
RANE = 一 | (0, x E) .wds. (10. 2. 20) 


到 此 为 止 ,以 上 所 给 关系 均 可 以 构造 出 有 限 体积 法 的 全 部 计算 格式 . 其 时 间 
离散 方法 可 以 完全 遵循 时 域 有 限 差分 法 中 的 原则 进行 . 由 于 针对 具体 网 格 系统 
的 详细 计算 格式 相当 繁琐 ,此 处 不 再 细 述 . 

不 难 发 现 , 如 果 网 格 是 正 交 的 , 则 式 (10. 2. 11) 和 (10. 2. 17) 的 右 侧 只 有 
第 一 项 不 为 零 , 电 场 和 磁场 的 计算 格式 仅 由 式 (10. 2. 12) 和 (10. 2. 18) 产 生 . 
这 后 两 个 公式 正 是 第 一 种 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 ,在 正 交 网 格 体系 中 由 它 
们 构造 出 的 正 是 经 典 的 时 域 有 限 差分 格式 . 所 以 ,可 以 把 时 域 有 限 体 积 法 视 为 
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时 域 有 限 差分 法 的 发 展 ,或 者 说 ,时 域 有 限 差分 法 是 特殊 情况 下 的 时 域 有 限 体 
积 法 . 


10.2.2 FDTD/FVTD 混合 法 


基于 正 交 网 格 的 FDTD 的 最 突出 优点 是 编程 简单 ,应 用 方便 ;其 缺点 则 是 
对 弯曲 几何 结构 的 模拟 不 够 精确 . FVTD 法 则 正好 相反 ,容易 构造 精确 模拟 的 
网 格 结构 ,但 使 得 编程 工作 变 得 复杂 . 所 幸 的 是 ,正如 前 面 已 指出 的 那样 ,从 原理 
上 讲 ,FDTD 和 FVTD 两 种 方法 是 互通 的 ,存在 自然 的 相互 联系 和 相互 转变 的 
机 制 ,使 得 两 种 方法 很 容易 形成 混合 方法 ,联合 使 用 ,以 便 各 自发 挥 自身 特有 的 
优势 . 在 混合 方法 中 ,在 几何 结构 需要 精细 模拟 的 部 分 采用 非 正 交 灵 活 网 格 , 同 
时 使 用 FVTD 建立 计算 格式 ,而 在 其 余部 分 则 尽量 采用 正 交 网 格 , 并 使 用 
FDTD 计算 格式 . 一 种 计算 飞机 时 域 散射 特性 使 用 的 混合 网 格 模型 的 截面 图 由 
图 10-5 给 出 , 正 是 这 种 网 格 结构 和 混合 方法 的 使 用 比 单一 网 格 和 单一 方法 大 大 
节省 了 存储 空间 和 CPU 时 间 


HEE 


图 10-5 混合 网 格 模型 
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